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1.1 X#Y%Z![![#\%]!^ a _!Y%`!a!b ;c d!e#f%g ,!*h+.i
y = y(x). j '!)!=!,.k.J.khl.E y = y(x) m @ xn , f%o i

|y′′(x)(1 + y′2(x))−3/2|. j e k e#f%g 2!p!q!*!+
|y′′(x)(1 + y′2(x))−3/2| = a. (1.1)r!s!t -!u!'!)!*!+!;

�

W
1.2 vxw!y!z!{!|!}!~��._%�.�.� d◦C, �!�!|!}#_%�!�!� y◦

0C. �!�!�
t �!�!�!�!�#\ y(t)◦C. X!�!^ y(t).c ��������������� E�������1 ��� ,�� o

(dy
dt

) � r�����  ,���¡�¢
−(y − d) £!¤#¥ ;h¦ e y = y(t)

2!p!q
dy

dt
= −k(y − d), (1.2)

y(0) = y0, (1.3)§#¨
k
t!© u ¤ , ¥ 5!ª.«.;�*.+ (1.2) ¬ t -!u!'!)!*.+.;�­.® (1.3) ¯ i!°±!­!®!;

�W
1.3 ²>³>´¶µ h ·>¸>¹>º¶»!\!¼¾½#_%¿.À E ¿!À.Á!Â#_¾Ã!Ä#\ P Å E ³Æ!Ç!È _!É%��\ ρ ÅËÊx· 3, Ì!Í#_%Î#Ï.\ k ÅËÊx· 2, Ð#Ñ%³ Æ!Ç!È _.Ò(Ó.�Ô ;ÖÕ>× ²>X>¿!À!Ø!Ù S0 ÚÜÛ Ù S1 _>»ÜÝ¶ÞÜß>à>º#»!_%½!á ( âÜã>�>¿>À¶äÜåà#_%¹#» Ú ¿!À!æ!º!ç!è�_¾é!½�Y%` ).c ê>ë>ì>í>î>ï>ð

S0.
i>ñ>F>ò>ó>ô>õ!,>3!ö!÷!ø!E s 2>N ì!í!î , ï!ð

S0( ù 2) ú!û!ü!ý!þ!ÿ�� P , m t S0

p!q
kS0 = P , �

S0 =
P

k
.

�.ì��.î , ï.ð
S1. ��� K���	�
�����
., ��� E�
���� ï , ï.ð����������� ;�� t ¦¾i�� ï�� ñ ý.þ.ÿ�� P � E��!N ý!þ r��.í����� �! ,.?.ö.;�!ï�"�#�$�% ò!ó!ô!õ!3.ö.÷!ø.,!­.® � E�
���� ï 2�&�'�(�).,�* ����� ;
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�>í>î ,1032>i54!@!E ��6�798:� i
x ;>¤ * 8 E=< � -!­�
�� g i y ; Eò5>5� ï575?�@�A�B ; �

S = S(x) C5D5E5F í!î x ù n 
5�5� ï , ï.ð ( ù 2).G
∆x > 0

P!E(i!ñ!F!ò!ó!ô!õ.,.3!ö.÷.ø.E s 2�H�I
S(x + ∆x) ¥ S(x)

� ,ï!ð ú!û!ü!ý!þ�J x
K

x + ∆x
�!- �� �! ,!?!ö!E � I

k(S(x + ∆x) − S(x)) ≈ ρS(x)∆x,

m t
S(x + ∆x) − S(x)

∆x
≈ mS(x),

§#¨
m = ρk−1. K ∆x → 0,

s�L K�M!«
S = S(x) N 2!p!q!,!*!+

dS

dx
= mS,

r�O!t -!u!'!)!*!+!;
S(x)

�!2!p!q!°!±!­!®
S(0) = S0.

P 3�Q
S(x) ��R ì�L S1

, ï!ð���S ; � ï ,�T�U.; �W
1.4 1949 V�W9X:Y�Z�[�\^]`_�a (W. F. Libby) ³�b#_:c -14 d�e�V�f_Üa5g>�5h5i5j�k�l�m!²#_:n�f�o�p�q�r ;ts�u�v�w Û &yx�z�{9|�}`~������ _~ `5�¶\5�3�>` ; �`�!`#ä:�9�%��\9�:�!����� | �!ä!_:��� E��:� ���������������� ~�� _:c -14. �:�!`#_!Ï%���#Þ:��\¾�^���`�#_ E�� ��V^��  ��~����� Ø�¡ E �:n ��¢ ��£�c -14, ��c -14 ¤9¥:¦9�:n � �¨§ β

~ `9©��!\:� ;Õ�ª �`n ¢ �^��n«©��h_¾�hb x i ��¬ r�­�®�¯�£ E�° {�\^�häh_�c -14 ± {Ø>[5²5³1´%¹�µ E \9�.ä:c -14 _3¶>Ó ( ·>|>}5¸5¤#ä`c -14 _ u �5¹>^ Ú�º �~5� c u �5¹.^�q�a ) �5�¶\Ü�5r9»:¼ ( ±3d1½>\ 1.2× 10−12). c -14 ¾ s1� cu �>z5�1] �5¿ Ø9À`Á9Â:Ã ;�� Ú:Ä ��Å�� ��� ~���Æ Ä ��c E ã!��Ç�Å�k#Ò:�
®5È5É>|>}1Ê ; ³!|�Ë�É!| E c -14 ¦5®5È5³>|>}9Ê ;�° {.z�Ì#_:³�É!|!}�ä:c
-14 _:¶!Ó Ú \9�!ä!_:¶!Ó�\�Í.æ9Î ; ³�É!|�r�Ï E }^Ê`c -14 è9� ��Ð9Ñ%E�Ò�1�3n � ©5�>\`����Ó9Ô ; vx�!w�Õ � ~���Ö�× _�©��:Ø�Ù�Ú�Û & ©��:Ü!Z Ú:ÝÞ Ó � ]�a ;�ß c -14 ¡�à E�s�á�â�ã \ 5730 V ;(Õ�ä!E�x ³�É.|�Ïh}�c -14_:¶!Ó�å��#Þ�½:æ�ç�è § � _:Ï�é�V�f ;ê w>E

1972 V5ë5ì5í5î�ï^ð�ñ�ò:ó�ô�r9õ`ö�÷!� E3ß�s�ø�ù é�ú.²#Ò!Þ`ûü�ý ¸#Ò!_:þ�ÿ�®�¯.��� E è.w � ¶�c -14 _%Ó9½!\:\9�!ä!_ 0.7757 �������� ç�è�þ�ÿ	��
�����
��	��������
����
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/ 0

t 1�2�3	4 ( 5 ), t = 0 6�7�8�9�:�;�<�=�3�>�� 0 y = y(t) 1�2�9
:�?�@ t 5�A�B -14 =�C�D���E dy

dt F B -14 =�G�H�I�J��LK�B -14 =�M�N�I�JO F −dy
dt

, P�Q�M�N�R�S���T�U�V
dy

dt
= −ky, (1.4)

W�X
k > 0 Y�Z�[�\�]��L9�:_^ t = 0 3�=�B -14 C�D�`�a�b X =�C_D α =

1.2× 10−12 adcdegfh�iK�?�@ 5730 5dAdjdkdldm�n��iP�o�] y(t) pd7dqdrds�tu�v�w
y(0) = α, y(5730) =

α

2
. (1.5)

Y�l�x�q�r (1.4) =�o�]���T�U�y (1.4) z�{
dy

y
= −kdt,

|�} O�~
ln y = −kt + C,� K

y = e−kt+C = C1e
−kt,W	X

C � C1 Y�����\�]��L��� C � C1 ����� ����������=�o�]���q�r����
(1.4). TdUd�d�dxd= F f�3�p�q�r u�v (1.5) =dod]d��� (1.5)

Xh� md� udvd���
7 � C1 = α, K	� (1.5)

X���� � u�v E � 7�q�r
αe−5730k =

α

2
,

����O�� ���
k = ln 2/5730.��� 9�: F T 5���;�<�=���?�@ T 5�� W B -14 =�C�D	��k���Y�a�b X C�D�=

0.7757 ����P�7�V
0.7757α = αe−kT .

� �� 	¡
T = − ln (0.7757)/k = −5730 ln (0.7757)/ ln 2 ≈ 2100.

¢ 1	£�H�¤�¥�¦ X =�§�¨�a�© F ^�ª�«�� 128 5�t�¬�=�� �­
1.5 ®d¯h°g±d²d³h´�µ��	¶�·�
	��¸�¹	º�»��½¼ 1798 
d¾À¿dÁhÂhÃ�¼�Ä

�hÅdÆ ÇdÈdÉdÊdËgÌ�Í�Î : ÏdÐdÑgÒdÓh°	Ô���Õ�Ö�×	Ø�°	Ô�Ù�Ú�Û��ÝÜ�Ñ�Þ t �
°	Ô�ß�×	à N(t), á�â�Ñ�Þ t = 0 Ñ	��°	Ô�ß�×	à N0, r à�Û�ãåäæß���ç N(t).
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/ ì ��í�î�ï�ð =�ñ���ò � 3�> t ó�3�> t + ∆t =�ôåõæG�H�D�Y
N(t + ∆t) − N(t) ≈ rN(t)∆t,

� K
N(t + ∆t) − N(t)

∆t
≈ rN(t).

ö
∆t → 0 ÷ ~ ó

dN

dt
= rN.

ø [ 1.4
X ��ù���ú � x ~�û =�ü�Y

N = N0e
rt.

ý�þ Ë	Ì�Í�Î (Logistic Í�Î ):

dN

dt
= r

(

1 −
N

Nm

)

N,

W	X
Nm 1�2åÿ������������ u�v ����	�=�
�a�ô õæ]�D�� W ü�Y w

N(t) =
Nm

1 +
(

Nm

N0

− 1
)

e−rt
,

W	X
N0 F���� 3�> t = 0 3�=�ôåõæ]�D��
��ùåÿ�
������ ��� ù ÿ���� X 	�������]�D�=�G�H�R�S w
1) � 0 N(t) 1d2���������=�]�D�ò Nm 1d2�������� u�v ��
�<�=���=�


a�]�D�ò�����������÷ � ù�l���������=� �D�!�"�3�4�N�#�=�R�S�$
2) s�% �d��&�' 3	4�=�(�)�D�`���D�{�*	Z�ò Z�[�+�]�Y k, Ed^dV�(�)�=,�- t�ò�����=���D�!�3	4�N�#�=�R�S�7�q�r�t�.�=�/ } ��� w

dN

dt
= r

(

1 −
N

Nm
− k

)

N.
�­

1.6 021235476�8�9 ( :2;2829 ) <2= ò>:2;2?�@g�BA�C�D	ØBEGF�H ( I2J
H ) Ù Ú Û �LK Ü�M�?�NPOdÒ R

3 Q òL?2@ � Ð2R�S�Tgà x, Å2U2V �2H à f(x, dx
dt

).

ç�?�@�W�X	�Y:�;�Z�9��/ �B/ |d}�[ ��\ ò]��^�=�I�_���`�I�_ }�a Y dx
dt

, d2x

dt2
. Pg�Bb�c �d� �

S�V
m

d2x

dt2
= f

(

x,
dx

dt

)

,

4
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W	X

m F ��^�=�d�D�� ¢�e ����f�g�Y h�i�j�k�l�m .

s�%�n�o�= F N ��p�^ ( [�s�qGrY+ ) =�s�t�ò�u���vw^�=�d�D�Y mi, i =

1, · · · , N , x�y�Y xi, i = 1, · · · , N ,
û U�z�{�m��wv�+�� ì � b�cws�{���S��w|

V�}�~���S�ò ¢ N ��p�^�q�r���� w

mi
d2xi

dt2
= −

∑

1≤j≤N,j 6=i

Gmimj
xi − xj

‖xi − xj‖3
, i = 1, · · · , N, (1.6)

W	X
‖p − q‖ 1�2 p � q ���	4�=�����ò G = 6.6732 × 10−11 1�2�|�V�}�~�\

]�� �­
1.7 s�t�����=�m���/ } ����g�Y ����i����

dpi

dt
= −

∂H

∂qi

,
dqi

dt
=

∂H

∂pi

, i = 1, 2, · · · , n,

W	X
H = H(p1, · · · , pn; q1, · · · , qn; t)

F m	� � o�]�ò�����z�Y
dp

dt
= −

∂H

∂q
,

dq

dt
=

∂H

∂p
, (1.7)

W	X
p = (p1, · · · , pn), q = (q1, · · · , qn), H = H(p, q, t), p g�Y ����k�� , q g�Y

������� .� o�] H ��C t 3�ò (1.7) g�Y ������� . � p = p(t), q = q(t) q�r (1.7),

6 (1.7) / } ò O�~ ó
dH =

(

∂H

∂p

dp

dt
+

∂H

∂q

dq

dt

)

dt = 0,

�
H(p(t), q(t)) ≡ C(\�] ),

û ��>���= F � ��������� .�
H �dC p,

�
H = H(p) 3dò (1.7) gdY ������� .

� 3 p = p(t), q = q(t)

��q�r���� (1.7), E
dp

dt
= −

∂H(p(t))

∂q
≡ 0,

dq

dt
=

∂H(p(t))

∂p
=

∂H(p0)

∂p
= ω0,

� K
p = p0, q = ω0t + q0,W	X

p0, ω0, q0 � Y�\G��D��
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1.8 ^�m������_?���^�+ X ò¡ w¢�=���£w¤�m F ��xw���¦¥w§�¨w©�ªw«¬�­ =�®�¯d��°�x�±�+�e�²�³�´�m�c�ò���µ�=�¥�§�÷�g�Y ¶�·�¸�¹ . �dKdò]ºd\, � F�»�¼ =�����¥�§�` ��½ ¥�§�¾���e	f�ò ¡Y¿ m���=�À�Á�òÂ¾�Ã�òÂ����¥�§�d� F�Ä�Å =�ò K F !�"�3	4ÇÆ���È�{�ò � ��É�!�t�÷����ËÊ � ò T�U�7 ��Ì ¬­ ¥�§ x Y�3�4 t =�o�]�ò�¾�Ã � ��¥�§�=�N�# F * Z�8w°�x�`�®w¯�¤wÁ�� �

f(x, α) � g(x)
}�a 1d2�°dx�o�]���®�¯�o�]�ò W	X α F�Í ]dò û 1�2�Î�Ï�Ð�=Ñ�Ò ������ò

dx

dt
= r(f(x, α) − g(x)),

W	X
r F Z�[�+�]��Ó ��Ô�Õ�Ö�×
Ø�Ù l�m w Ú +�"åÿæN�D���Û � o�] 0�Ü Û � o�]�=���Ý�/ ¬ =������Þ�Ø�Ù l�m (ODE): Û � o�]���`�m��åÿæN�D�V�±�=�/ } �����ß Ø�Ù l�m (PDE): Û � o�]�`����åÿæN�D�V�±�=�/ } �����
l�m�à�á w ¡Y¿ ^�/ } ��� X =�Û � o�]�/ ¬ =�
�â�ã�]��
n ã�\�/ } ����=�m�ä���� w

F (x, y, y′, · · · , y(n)) = 0, (1.8)W	X
F F ±�8�N�D x, y, · · · , y(n) =	� � o�]�ò y(i) 1�2�6 x = i ã�/ ¬ �
��� 1.1 å�ædß y = ϕ(x) ç (1.8) MPèdÒ I ég� / , ê�ëPìBMPè�Ò I é�í

8�î�ò�ï�í (1.8) QYð ç	�Yñ�òGó�ß�òwôÇõ�ö�÷
F (x, ϕ(x), · · · , ϕ(n)(x)) ≡ 0, x ∈ I

ø Ù�ù�ú
��� 1.2 û�ü (1.8) ý�í n þ�ÿ�����ù���������	 c1, · · · , cn ��
�� y =

ϕ(x, c1, · · · , cn) ��
 (1.8) � ��� , � (1.8) ��������þ�
���
 ��� .���
1.3 ��������	�û�ü

Φ(x, y) = 0 (1.9)����� �� ���	 y = y(x) ! (1.8) ��
�"$# (1.9) ��
 (1.8) � %�&�� .���
1.4 �����Yý n þ�������	 c1, · · · , cn ����	�û�ü

Φ(x, y, c1, · · · , cn) = 0 (1.10)�'�'� �(�'	'� y = ϕ(x, c1, · · · , cn) ! (1.8) �()'
'"*# (1.10) �+
 (1.8) � %
&���� .
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1.5 D'E'F�û�ü'G'H'I+J(K�þ ( L'K'M ) N � �'O(P+�(
+�'Q(R'�+
 �

�Q�R , S�T�N � ��O�P���
 � ��U�V . W�X�Y�� � 
�O�P�! Z�[�U�V :

y(i)(x0) = yi, i = 0, · · · , n − 1, (1.11)

\�]
x0 ∈ I !_^�`�a���JYþ�b ��c " yi, i = 0, · · · , n − 1 !�d�e���	�f \ 1 g

n− 1 h'E'i+�(b ��c újD n h+�(E'F�û�ü (1.8) H'I'k c O(P (1.11) �(
+�'Q
R'�+
 Z'['l'm (IVP) L n'o'l'm . p(K'T+�'q � 
�O�P�! r'['U'V , D�û�ü
H�I�s c O�P���
���Q�R���
 r�[�l�m (BVP).t�u�v�w�x�y�z�{�|�}�~����

I. ��������l�m �
y(a) = 0, y(b) = 0.

II. ����r�[�l�m �
y(a) = y(b), y′(a) = y′(b).

���
1.6 � I = R

1, F ��� x ! T - ������	 � F (x + T, ·) = F (x, ·). �
� T - ������	 y = y(x) � R

1 � H�I���ü (1.8), #�����! (1.8) ��K�þ T - �
��� .��������������� � ��������������u�w����� �{�y�z

y(n) = f(x, y, · · · , y(n−1)). (1.12)

¡�¢
n £ �������

y1 = y, y2 =
dy

dx
, · · · , yn =

dn−1y

dxn−1
.

¤ y�z
(1.12) ¥�¦�§�¨�© {�ª�u�v�w�x�y�z�«







































dy1

dx
= y2,

dy2

dx
= y3,

· · · · · · · · ·
dyn−1

dx
= yn,

dyn

dx
= f(x, y1, · · · , yn).

7
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ª�u�y�z�«�{�ª�°�±�²�³


























dy1

dx
= f1(x, y1, · · · , yn),

dy2

dx
= f2(x, y1, · · · , yn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dyn

dx
= fn(x, y1, · · · , yn).

(1.13)

´�µ�¶�· {�¸�¹�º�» "¼¥�½�¾�¿�À�Á�Â�Ã�Ä y�z�«�ÅÆ Å¼Ç�È
É

9 Ê � É 1 Ë (1);
É

2 Ë (3);
É

4 Ë Å
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