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2 ������������������ �!#"�$

%�&�'�(�)�*�+�,�-�.#/�0#1�2
dx

dt
= Ax, (2.1)

354
x 6 n 758:9�; A 6 n× n

)�<5=:>
2.1 ?A@ABACADAC e

At

E
x0 F�G�H n 7 ) 8:9 >JILK#M#N#O#P 2.1 Q�; 0�1�2 (2.1) R�S�T�U�VW

x(0) = x0 X�Y ϕ(t) Z −∞ < t < ∞ [�\ &�]�^�_�>a`#b#c�d (2.1), e�f bg
0
(

t h�i�;aj�k
ϕ(t) ≡ x0 + A

∫ t

0

ϕ(t1)dt1. (2.2)

l c�_�- ;am ` (2.2)
c�d

(2.2) n�o X h�i�p�q�;ar#s�k
ϕ(t) ≡ x0 + A

∫ t

0

(

x0 + A

∫ t1

0

ϕ(t2)dt2

)

dt1

≡ (E + At)x0 + A2

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

ϕ(t2)dt2, (2.3)

354
E 6�t�u <5=:>av�w l c m

- ;ax�k
ϕ(t) ≡ Φm(t)x0 +Rm(t), (2.4)

354

Φm(t) = E + At +
1

2!
(At)2 + · · · +

1

m!
(At)m,

Rm(t) = Am+1

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·

∫ tm

0

ϕ(tm+1)dtm+1.

y
m→ ∞ z Φm(t) {�|�}�~ > q����5�

Rm(t) → 0, m→ ∞.

F w ;Af�� _��#O X t,
&��

0 � t F o�� X���� [�; |ϕ(s)| ��� > E M 6 b X_�� [�� >a�

|Rm(t)| ≤M |A|m+1 1

(m + 1)!
|t|m+1 → 0, m→ ∞.

1
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I:w Q�; & (2.4)

4:�
m→ ∞, x�k

ϕ(t) = Φ(t)x0,

354

Φ(t) = E + At+ · · · +
1

k!
(At)k + · · · . (2.5)

Φ(t) ��6 (2.1) X _������ Y <5= ;aR#S Φ(0) = E.y
n = 1, m A 6 + ; E = 1 z�; (2.5) X n�o���6 eAt X������ >a�������� | O��

eAt = E + At +
1

2!
(At)2 + · · · +

1

k!
(At)k + · · · . (2.6)

��� O�� X <5=:��+�  �#q#¡ /#¢�£
1. eAt 6 (2.1) X ��� Y <5= ;a¤�¥�¦#§�¨#©�; X = eAt 6�q�ª <5= T�U5«¬ X�Y £

dX

dt
= AX, X(0) = E;

2. AeAt ≡ eAtA;

3. eAt X�­ <5= 6 e−At;

4. ® <5= A ¯ B °�±�j�²�³�;am AB = BA,
�

eAt · eBt = e(A+B)t. (2.7)

´�µ ; I Z At ¯ −At0 °�±�j�²�³�;J¶ w �
eAt · e−At0 = eA(t−t0).

/�¢
1 ¯ 2 65�:{ X >a� ��· � /#¢ 3 ¯ /�¢ 4. F w ;a¸

ψ(t) = eAteBte−(A+B)t.

I Z AB = BA, ¶ w g O���¹�º
AeBt ≡ eBtA,

g s
dψ(t)

dt
= eAt(AeBt + eBtB − eBt(A+B))e−(A+B)t ≡ 0.

»
ψ(0) = E, ¼ ψ(t) ≡ E. ½ B = −A, ��¾5¿ /�¢ 3.

I:w j º (2.7) À�Á >
2
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Â�Ã <5=:Ä�+���+

eA(t−t0),
)�*�+�,�-�.�/�0�1�2

(2.1) R�S�T�U�V W
x(t0) = x0 (2.8)

X�Y j ��Å�Æ À
x = eA(t−t0)x0;

s )�*�+�Ç�,�-�.�/�0�1#2
dx

dt
= Ax + f(t)

R�S�T�U�V W (2.8) X�Y � j ��Å�Æ À
x = eA(t−t0)x0 +

∫ t

t0

eA(t−s)f(s)ds,

·�È 8:9 ��+ f(t) Z ��� I [�É�Ê�; t0 ∈ I.

2.2 ËAÌAÍA?A@AÎAÏAÐ
q�� � � i�Ñ ��� Y <Ò= eAt X  �Ó�Ô�Õ�>Ö�×�Ø�Ù�Ú t�Û�Ü £

A =









λ1

. . .

λn









.

I Z

Ak =









λk
1

. . .

λk
n









,

¶ w

eAt =
∞
∑

k=0

Aktk

k!
=

∞
∑

k=0









λk
1

. . .

λk
n









tk

k!
=









eλ1t

. . .

eλnt









.

´�µ ; y λ1 = · · · = λn, m A = λ1E z�;
eλ1Et = eλ1tE.

3
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3 - ; Ø�Ù�Ý F�Þ�ß�X Û�Ü £

A =















λ 1
. . .

. . .

. . . 1

λ















= λE + Z,

Z =















0 1
. . .

. . .

. . . 1

0















.

I Z <5= λEt ¯ Zt °�±�j�²�³�;J¶ w

eAt = e(λE+Z)t = eλEteZt = eλteZt.

à H (

Z2 =





















0 0 1
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 1
. . . 0

0





















, · · · ,

Zn−1 =















0 · · · 0 1

0 · · · 0
. . .

...

0















, Zn = 0,

4
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m º

eAt = eλt

(

E + Zt + Z2 t
2

2!
+ · · ·+ Zn−1 tn−1

(n− 1)!

)

= eλt





















1 t t2

2!
· · · tn−1

(n−1)!

. . .
. . .

. . .
...

. . .
. . . t2

2!
. . . t

1





















. (2.9)

á�â ; Ø�Ù _�ã Û�Ü >äI:.�/�c�+ Q�å�;æ® A X ´�ç�è�é � det(λE−A) X
i Y���F

det(λE − A) = (λ− λ1)
n1 · · · (λ− λr)

nr , (2.10)

354
n1 + · · ·+ nr = n, λi 6= λj(i 6= j),

� \ & n ê Ç�ë�ì�)�+�<5= T , í�k
A = TJT−1, (2.11)

354
J F A X�î y (Jordan, 1838-1921) ï�ð�Ü�;am

J =









J1

. . .

Jr









, Ji =









Ji1

. . .

Jimi









,

Jij =















λi 1
. . .

. . .

. . . 1

λi















, (2.12)

w�ñ
i = 1, · · · , r; j = 1, · · · , mi; Ji 6 ni ê <�= ;óò�ô#õ�f Â Z ´�ç�ö λi X�÷ø î y�ù�ú Ji1, · · · , Jimi

; s î y�ù�ú Jij X ê + F kij, ki1 + · · · + kimi
= ni. Z

5
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6

eAt =
∞
∑

k=0

Ak t
k

k!
=

∞
∑

k=0

(TJT−1)k t
k

k!

=
∞
∑

k=0

TJkT−1 t
k

k!
= T

(

∞
∑

k=0

Jk t
k

k!

)

T−1

= T









∞
∑

k=0









Jk
1

. . .

Jk
r









tk

k!









T−1

= T









eJ1t

. . .

eJrt









T−1

= T









eJ11t

. . .

eJrmr t









T−1, (2.13)

354

eJijt = eλit

(

Eij + Zijt+ · · ·+ Z
kij−1
ij

tkij−1

(kij − 1)!

)

, (2.14)

Eij 6 kij ê�t�u <5= ; Zij 6�û�ü�Z Z X kij ê <5=:>
F õ�x�Z�ý�þ�ÿ���; � ��� c�� eAt s�� Ã ��� Y <5= eAtT .���

2.1 ��	�
���� (2.1) 
�������� A 
���������� det(λE − A) 
��� ��� (2.10), T ��� A ���� "!$#"% J 
 n &$'"(�)$*"�$�L;,+.- (2.11),

J 
"%�/�� (2.12), 0$1 Ji � ni &��$� (i = 1, · · · , r, n1 + · · · + nr = n), 235476�8�9 ���.: λi 
";�<=�� �>,? Ji1, · · · , Jimi
, @$�� �>"? Jij 
"&��$�

kij, ki1 + · · ·+ kimi
= ni, A

Tdiag(eJ11t, · · · , eJrmr t) = T









eJ11t

. . .

eJrmr t









(2.15)

� (2.1) 
�B�C � ���:;,0�1 eJijt 
�D�E�� (2.14) F�G >

6
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H�I ½ Φ(t) = eAtT ,

�
dΦ(t)

dt
= AeAtT = AΦ(t),

»
Φ(0) = T 6 ÇJëJì X ;a¼ Φ(t) 6 (2.1) X �J� Y < =a> s I (2.13) QJ;

Φ(t) = eAtT ��6 (2.15). �

J K

1.
E 0�1�2

(2.1) � Y x = p(t)eλt,
�ML

λ 6 )�+ ; p(t) 6 n 7�8 9�; 3 i
9�N�6 t X è�é � ; ��O�è�é �#X -�+#á�P F k. �5��8:9 ��+

eλtp(t), eλt dp(t)

dt
, · · · , eλt d

kp(t)

dtk

6 (2.1) X k + 1
��.�/�Q�R X�Y >

2.
E

Φ(t) 6 (2.1) X�G _���� Y <5=:> �Ò� £
1) f G�H τ ∈ R

1, Φ(t)Φ−1(τ) = Φ(t− τ);

2) ® ´�ç�è�é � det(A− λE) X � _ ö N���S#ý ø ; � \ & � )�+ a, α, í
k

|Φ(t− τ)| ≤ ae−α(t−τ), t, τ ∈ R
1.

3. ��� 0�1�2 (2.1) � ÇMT ω- UMV Y�XMW È V W 6 *�+�<Ò= A XMY�� _ Üv
i
2πk
ω X ´�ç�ö ; ��L k 6�Z +�>
4. ® ´�ç�è�é � det(A− λE) X � _ ö N�� Ç�T ý ø ; �#0�1�2 (2.1)

· �[�\ X U�V Y x = 0. ¶ w�0�1
dx

dt
= Ax + f(t) (E)

� ^�_ X ω- U�V Y ; ·�È f(t) É�Ê�;ae ] f(t+ ω) ≡ f(t).

5.
E ý n ê <5= A � k

� ý ø F � X ´#çJö ; n − k
� ý ø F S X ´#çö >a� \ & R

n X .�/�]�^ � S ¯ U ,
  � R

n = S
⊕

U( _�¯ ), í�k
1) f G�H x0 ∈ S, (2.1) X�Y x(t, t0, x0) → 0, t→ +∞;

2) f G�H x0 ∈ U , (2.1) X�Y x(t, t0, x0) → 0, t→ −∞;

3) (2.1) � ^�_ X Z R
1 ��� X�Y x = 0;

4)
E
f(t) É�Ê >:��0�1 (E) `�� ^�_ X Z R

1 ��� X�Y�a y f(t) ����z�;0�1
(E) � ^�_ X Z R

1 ��� X�Y £

x =

∫ t

−∞

eAtQe−Asf(s)ds−

∫ +∞

t

eAtPe−Asf(s)ds, (F )

7
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354

Q ¯ P i µ 6 R
n → U ¯ R

n → S X ��b�c <5= a
5)
E
f(t) É�Ê�; ] f(t+ ω) ≡ f(t).

��0�1
(E) � ^�_ X ω- UMV Y ; 3 Åd � I (F )

� ¿ >
2.3 egfghACgi

jlk O�P
1.1 ¯ 2.1 j�Q�; F õ�ÿ�� _����#� Y 2 ; f#Z n ê ,�-�.�/�0�1

(1.1),
·�m Q�å�n Â X ´�ç�ö�o�3�p + a s#f ,#-#.�/#0�1#2 (2.1), `�`�Q�å *+�<�=
A X ´�ç�öMo�3�p + 6�q�r X ;�s È Q�å ` A t�À î y ï�ð�Ü X n ê Çë�ì�)�<�=

T ,
� o f Â Z�� � ´�ç�ö λi X�÷ ø î y�ù�ú X +vu mi ¯ �MO î yù�ú X ê + kij. |�s ��� X <5= T X�w�s�x�� j�k Ú�y ��z X �#± > &# �Ó�{

(2.1) X ��� Y 2 z�;aq�ª O#P j O#P 2.1 ý Ã >���
2.2 ��	�
���� (2.1) 
�������� A 
���������� det(λE − A) 
��� ��� (2.10), A 6 A 
�|�}�����: λi, i = 1, · · · , r, 
���� (2.1) ~�%��









p1(t)
...

pn(t)









eλit (2.16)


 ni �M�M�M��� 
 � ;�0�1 p1(t), · · · , pn(t) �M�M�M��> 9 ni 
M�l��� ;������� 6 |�} λi ���v� ni � %�� (2.16) 
 ������� 
 � ;��$�"���"������}����
��
���� (2.1) 
�} � B�C � � >

H�I à H ; (2.1) X ��� Y <5= (2.15) j ��Å�Æ F
Tdiag(eJ1t, · · · , eJrt),

I:w m º�O�P X�� _�� À#Á >� � â#_��#> E f#� _ λi � { ¿ ni

� Ü v (2.16) X .#/�Q�R X#Y >JI Z
n1 + · · ·+nr = n,

·Mm ��� `�b ��� &�_�  s�6 .�/�Q�R X >¢¡ � _�£ ý X �5�¤ ÷ û�¥:Z O�P 1.1 n Â�ø i X �5� ( ¦ º (1.6)). �

§ E
(2.1) X *�+�<5= A X ´�ç�è�é � det(λE −A) X i Y���F (2.10).

I
O�P

2.2 Q�;af Â Z ´�ç�ö λi, (2.1) � ni

� Ü v (2.16), m�Ü v

x =

(

h0 + h1t + · · ·+ hni−1
tni−1

(ni − 1)!

)

eλit (2.17)

X . /¨Q¨R Y ; 3�4 h0, h1, · · · , hni−1 © *¨ª O X n 7 ) 8ä9 > F ¦ O ��O *�+ ;
8
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� ���

(2.17)
c�d

(2.1) «�¬�;,­�® eλit,
j�k

t X ¥ -�¯ X *�+ ;aj�k






































(A− λiE)h0 = h1,

(A− λiE)h1 = h2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(A− λiE)hni−2 = hni−1,

(A− λiE)hni−1 = 0,

m


















































(A− λiE)nih0 = 0,

h1 = (A− λiE)h0,

h2 = (A− λiE)h1, ¤ h2 = (A− λiE)2h0,

h3 = (A− λiE)h2, ¤ h3 = (A− λiE)3h0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

hni−1 = (A− λiE)hni−2, ¤ hni−1 = (A− λiE)ni−1h0.

(2.18)

� ��°�±�õ { (2.1) X ��� Y 2 X _�²�ª�O#*#+ ± >a #Ó�³�´�v q £
1.
{ ¿ è�é � det(A− λE) ÷ ø�µ ì X ö λ1, · · · , λr

o�3�p +
n1, · · · , nr;

2. f�� _ λi,
×�g

(2.18)
K�_ ��Y ¿ ni

��.�/�Q�R X h0, | â g (2.18) X3 b�¶ � k5¿�n Â X h1, · · · , hni−1,
á�â�c�d

(2.17) s�k λi

� f Â X ni

��.�/
Q�R X�Y > � � � � λi, i = 1, · · · , r f Â X ��O Y � &�_�  ;:x#6 (2.1) X _����� Y 2�>·

2.1 ��¸ ��¹�º 2.1, 2.2, »���¼�¹v����½#;��$¾"¹�º 1.1 }�¿�;,~�} �
����������
"� �$À,Á ;�����:�1"~$
"Â � ��Ã�� >�Ä�Å ;ÇÆ�È"����� A ���
 �% J 
���� T , È�É�Ê (2.18)

� � 
 hk, ��~�Â � ��Ã$
L;ÇË Ä F.Ì�Í$
"Â
� ��Ã�Î�
"B�C � � >ÇÏ 9 
.��� (2.1) 
�������� A ��Ð�
:;,Ñ��.Ò�Ó�Ô"Õ
}�Ö � Ì (2.1) 
�Ð�Î�B�C � � >×

2.1
{ q�ª 0�1�2









x

y

z









′

=









4 −1 0

3 1 −1

1 0 1

















x

y

z









X _������ Y 2�>
9
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" I

det(A− λE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 − λ −1 0

3 1 − λ −1

1 0 1 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −(λ− 2)3

Q ´�ç�ö F 2,
3�p + F 3, ¼�Ø 0�1�2 � v q�Ü ��X�Ù ��.#/�Q�R X�Y £

x =

(

h0 + h1t+ h2
t2

2!

)

e2t,

354
hk R�S















(A− 2E)3h0 = 0,

h1 = (A− 2E)h0,

h2 = (A− 2E)2h0.

(2.19)

à H

A− 2E =









2 −1 0

3 −1 −1

1 0 −1









,

(A− 2E)2 =









1 −1 1

2 −2 2

1 −1 1









,

(A− 2E)3 = 0.

g
(2.19) X K�_ � j�k ( Ù ��.#/�Q�R X h0, Ú v ½

h0 :









1

0

0









,









0

1

0









,









0

0

1









.

g
(2.19) X 3�Û « ��Ü - j�k�n Â X h1 ¯ h2:

h1 :









2

3

1









,









−1

−1

0









,









0

−1

−1









, h2 :









1

2

1









,









−1

−2

−1









,









1

2

1









.

10



��������������	�
���� ��
����������������
g s�k (���� Y 2�£

















1

0

0









+









2

3

1









t +









1

2

1









t2

2









e2t,

















0

1

0









+









−1

−1

0









t+









−1

−2

−1









t2

2









e2t,

















0

0

1









+









0

−1

−1









t+









1

2

1









t2

2









e2t.

�

×
2.2
{�0�1�2









x

y

z









′

=









1 −1 −1

1 1 0

3 0 1

















x

y

z









X _������ Y 2�>

" I

det(A− λE) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 − λ −1 −1

1 1 − λ 0

3 0 1 − λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (1 − λ)((λ− 1)2 + 4)

Q ´�ç�ö F λ1 = 1, λ2 = 1+2i, λ3 = 1− 2i,
b � N�6�t ö > ¶ w Ø 0�1�2 ��Ü v

h1e
t, h2e

(1+2i)t, h3e
(1−2i)t

X ��� Y 2 ; 354 h1, h2, h3 R�S
(A− λ1E)h1 = 0, (A− λ2E)h2 = 0, (A− λ3E)h3 = 0.
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A− λ1E =









0 −1 −1

1 0 0

3 0 0









,

A− λ2E =









−2i −1 −1

1 −2i 0

3 0 −2i









,

A− λ3E = (A− λ2E),

¼�j � ½
h1 =









0

1

−1









, h2 =









2i

1

3









, h3 =









−2i

1

3









,

g s�k ( Þ ��� Y 2�£








0

1

−1









et,









2i

1

3









e(1+2i)t,









−2i

1

3









e(1−2i)t.

¶ F








2i

1

3









e(1+2i)t =









−2 sin 2t

cos 2t

3 cos 2t









et + i









2 cos 2t

sin 2t

3 sin 2t









et,

��� ��ý ��� Y 2�£








0

1

−1









et,









−2 sin 2t

cos 2t

3 cos 2t









et,









2 cos 2t

sin 2t

3 sin 2t









et.

�

J K

1.
{ q�¡ 0�1�2 X ý�Ý Y £
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(1) x′ = 2x− 3y, y′ = x− 2y;

(2) x′ = x− 2y, y′ = x− y;

(3) x′ = y + z, y′ = x− z, z′ = x− y;

(4) x′ = y − z, y′ = x+ y, z′ = x+ z;

(5) x′ = y − 5z, y′ = −5x + 3y, z′ = x− 3z.
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