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§3.4  二维 r.v.函数的分布

已知r.v.( X ,Y )的概率分布, 
g(x, y) 为已知的二元函数, 

转化为( X ,Y )的事件

问题

方法

求 Z = g( X ,Y )的概率分布
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当( X ,Y )为离散r.v.时, Z 也离散
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例1 设二维r.v.( X,Y )的概率分布为

X 
Y 

pij -1         1          2

-1

0

41 61

41 81 121

81

求 XYXYYXYX ,,, −+ 的概率分布

离散型二维 r.v.的函数
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解 根据( X,Y )的联合分布可得如下表格：

P 41 41 61 8181 121

X +Y 
X -Y 
X Y 
Y / X 

( X,Y ) (-1,-1) (-1,0)(1,-1) (1,0) (2,-1) (2,0)
-2        -1        0        1        1        2 
0        -1        2        1         3        2 
1         0        -1        0       -2       0 

1         0        -1        0      -1/2     0
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故得

P
X+Y -2      -1        0       1       2

41 41 4161 121

P
X - Y -1       0        1         2       3

41 41 4181 81
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P
X Y -2        -1       0        1 

61 4181 2411

P
Y /X -1      -1/2      0        1

4181 241161
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设 X ~B (n1, p), Y ~B (n2, p), 且独立，

具有可加性的两个离散分布

设 X ~ P (λ1), Y ~ P (λ2), 且独立，

则 X + Y ~ B ( n1+n2, p)

则 X + Y ~ P(λ1+ λ2)
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X ~ P(λ1), Y ~ P(λ2), 则
Z = X + Y 的可能取值为 0,1,2, …, 
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Poisson分布可加性的证明
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问题 已知r.v.( X ,Y )的d.f.数，

g(x,y)为已知的二元函数，

求 Z= g( X ,Y ) 的d.f.
方法

从求Z 的分布函数出发,将Z 的分布函数
转化为( X ,Y )的事件

建立新的二维r.v.(Z ,X )或(Z, Y ),
求其边缘分布得Z 的d.f.

二维连续r.v.函数的分布
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(1) 和的分布：Z = X + Y
设( X ,Y )的联合d.f.为 f (x,y), 则
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特别地，若X ,Y 相互独立，则
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称之为函数 f X ( z) 与 f Y ( z)的卷积
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例2 已知( X ,Y ) 的联合d.f.为
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Z = X + Y ,求 f Z (z)

解法一（图形定限法）
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解法二 从分布函数出发

)()( zYXPzFZ ≤+=

∫∫
≤+

=
zyx

dxdyyxf ),(

x+y = z

当z < 0 
时， 0)( =zFZ

1

y

x

1



Ch3-125

当0 ≤ z < 1 时，
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x+y = z

当1≤ z < 2 时，
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例3 已知 ( X ,Y ) 的联合 d.f.为
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Z = X + Y ,求 f Z (z)

解法一 （图形定限法）
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这比用分布函数做简便
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解法二 （不等式组定限法）
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正态随机变量的结论

若X ,Y 相互独立, ),(~),,(~ 2
22

2
11 σμσμ NYNX
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2
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若(X ,Y ) );,;,(~ 2
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11 ρσμσμN

则 )2,(~ 2
221

2
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niNX iii ,,2,1),,(~ 2 =σμ
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推广
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已知 ( X ,Y )的联合d.f. f (x,y)
求 Z = aX +bY + c 的 d.f.,
其中 a,b,c为常数，a , b ≠ 0
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另一种计算 f Z (z) 的方法

构造一个新的二维 r.v. (Z ,V ),

求( Z , V  ) 的联合 d.f. f ( z, v )

求边缘密度 f Z (z)
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随机变量代换法
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则

已知 ( X ,Y )的联合 d.f. f XY ( x , y )
求 (Z, V ) 的 p.d.f. f ZV(z, v) 的公式

记
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例如 已知(X ,Y )的联合d.f. f (x,y)，
Z = X / Y , 求 f Z (z)令
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(2)  商的分布： Z = X / Y 
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例4 已知( X, Y ) 的联合分布函数为
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(3) 平方和的分布: Z = X 2+Y 2

设(X ,Y )的联合 d.f. 为 f (x,y)，则
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例如，X ~ N(0,1), Y  ~ N(0,1), X ,Y 相
互独立， Z = X 2+Y 2 , 则
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(4) 极值分布：即极大(小)值的分布

离散随机变量的极值分布
可直接计算

仅就独立情形讨论极值分布
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max{X ,Y }

P
1              0

0.75         0.25  

例5  X, Y 相互独立, 都服从参数为 0.5 的
0-1分布.  求 M = max{X ,Y }的概率分布

解 Y
Xpij 1           0

1
0

0.25      0.25
0.25      0.25
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设连续随机变量X ,Y 相互独立, X ~ FX (x), 
Y ~ FY (y), M = max{X ,Y }, N = min{X ,Y },
求 M ,N 的分布函数.
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推广

nXXX ,,, 21 相互独立，且

nixFX iii ,,2,1),(~ =
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例6 系统 L 由相互独立的 n 个元件组

(4) L 为 n 个取 k 个的表决系统 ( 即 n
个元件中有 k 个或 k 个以上的元件正
常工作时，系统 L 才正常工作).

(3) 冷贮备 ( 起初由一个元件工作, 其它
n – 1 个元件做冷贮备, 当工作元件失效
时, 贮备的元件逐个地自动替换)；

成,  其连接方式为 (1)串联;  (2)并联；
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若 n 个元件寿命分别为 nXXX ,,, 21

niEXi ,,2,1),(~ =λ
且

求在以上 4 种组成方式下, 系统 L 的
寿命 X 的 d.f.
解
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(3) nXXXX +++= 21
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可证,  X 1+ X 2 与 X 3 也相互独立, 故
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作业 P.134习题三

20      22     
23      26     
29      30
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第9周 问 题

设随机变量 X 与 Y 相互独立，且

.)(~,)6.0,1(~ yfYBX

求随机变量 YXZ −= 3 的概率密度

.)( zg函数
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问 题第10周

某民营企业生产的某产品每周的需
求量 X (单位: 箱) 取[1 , 5]上的每个整数
值是等可能的.   生产每箱产品的成本是
300元,出厂价每箱900元.若售不出, 则每
箱以100元的保管费借冷库保存. 问该企

业每周生产多少产品能使获利的期望值
最大？
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设 X 与Y 相互独立, 且
X ~ B (n, p)，Y ~ B (m, p), 

则

二项分布可加性的证明附录

X + Y ~ B ( n + m ,  p)

证 Z = X + Y 的可能取值为
0,1,2, …,  n + m
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（证明中用到 ）
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k = 0,1,2, …,  n + m

所以 X +Y~ B ( n+m ,  p )
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(1)   设 n ≤ m , 当 k ≤ n 时，
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其中

证二
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(2) 当 n < k ≤ m 时
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(3)  当 m < k ≤ n + m 时
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故 X + Y ~ B ( n + m ,  p)

由二项分布背景,不难理解X+Y 表示
做了n + m 次试验,事件 发生的次数.A
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前例3 已知 ( X ,Y )的联合密度函数为
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Z = X + Y ,求 f Z (z)

解法三 令
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附例 已知 ( X ,Y )的联合密度函数为
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Z = 3 X  – 2 Y ,求 f Z (z)

解 令
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附例 已知 ( X ,Y ) 的联合密度 f (x , y)
求 Z = aX +bY + c 的密度函数 ,

其中 a,b,c为常数，a , b ≠ 0
令
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由此得


