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§3.5 Laurant ???êêê
���¤¤¤ïïïÄÄÄ���«««���þþþ���333¼¼¼êêê���ÛÛÛ:::���§§§ÒÒÒØØØ222UUUòòò¼¼¼êêêÐÐÐmmm¤¤¤

Taylor ???êêê§§§


III������ÄÄÄ333ØØØ���ÛÛÛ:::���������þþþ���ÐÐÐmmm©©©ùùùÒÒÒ´́́���!!!¤¤¤

���???ØØØ��� Laurant ???êêêÐÐÐmmm©©©

ÄÄÄkkk{{{üüü000������eee¹¹¹kkk���!!!KKK������������???êêê§§§¤¤¤¢¢¢VVV>>>���???êêê©©©

3.5.1 VVV>>>���???êêê
~

VVV>>>���???êêê½½½ÂÂÂ���

· · · + a−2(z− z0)−2 + a−1(z− z0)−1 + a0 + a1(z− z0)

+ a2(z− z0)2 + · · · =

∞∑
k=−∞

ak(z− z0)k. (3.5-1)
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1. ������ÜÜÜ©©©

bbb���ÙÙÙ������ÜÜÜ©©©���ÂÂÂñññ���»»»��� R1.

2. KKK���ÜÜÜ©©©

ÚÚÚ^̂̂###���CCCþþþ­­­###LLL«««KKK���ÜÜÜ©©©.---

ζ =
1

z− z0

KKK
−1∑

k=−∞

ak(z− z0)k = a−1ζ + a−2ζ
2 + a−3ζ

3 + · · · =

∞∑
k=1

a−kζ
k (3.5-2)

������???êêê(3.5-2)���ÂÂÂñññ���»»»��� 1
R2

.KKK§§§333 |ζ| < 1/R2 SSSÂÂÂñññ,===333
|z− z0| > R2			ÂÂÂñññ.
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3. VVV>>>���???êêê���ÂÂÂñññ555

��� ���. R2 < R1 ���. ,(3.5-1)333. R2 < |z− z0| < R1 SSS. ýýý. ééé. ���. ���. ���. ÂÂÂ. ñññ. ,ÚÚÚ. ���.
))). ÛÛÛ. ¼¼¼. êêê. ,���. ÅÅÅ. ���. ¦¦¦. ���. ÚÚÚ. ÈÈÈ. ©©©. .
~

������ R2 < |z− z0| < R1 ¡¡¡���???êêê(3.5-1)���ÂÂÂ. ñññ. ���. .
��� ��� R2 > R1 ���,(3.5-1)??????uuuÑÑÑ.

3.5.2 ������þþþüüü���)))ÛÛÛ¼¼¼êêê��� Laurant ÐÐÐmmm½½½nnn

1. ½½½nnn
~

XXX. JJJ. ¼¼¼. êêê. f (z) ´́́. ���. ���. R2 < |z− z0| < R1 SSS. ���. üüü. ���. ))). ÛÛÛ. ¼¼¼. êêê. ,KKK. ééé. ���.
���. SSS. ???. ¿¿¿. ���. :::. z , f (z) ���. 333. z0 :::. ÐÐÐ. mmm. ���. Laurant ???. êêê.

~

f (z) =
∞∑

k=−∞

ak(z− z0)k, (3.5-3)
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~

ak =
1

2πi

�
C ___.

f (ζ)
(ζ − z0)k+1dζ. (3.5-4)

ªªª. (3.5-4)¥¥¥. ,C���. ���. ���. SSS. (777. SSS. ���. )���. ÷÷÷. ___. ¯̄̄. ���. ���. ���. ���. ???. ¿¿¿. ���. ���. .

2. yyy²²²

���;;;������999333���±±±þþþ¼¼¼êêê���)))ÛÛÛ555999???êêê���ÂÂÂñññ
555 ¯̄̄KKK,òòò			���������   ������ C′R1

§§§SSS���������***������
C′R2

§§§(ããã3)))3)§§§AAA^̂̂EEEÏÏÏ«««���þþþ��� Cauchy úúúªªª

f (z) =
1

2πi

∮
C′R1

f (ζ)
ζ − z

dζ +
1

2πi

∮
C′R1

f (ζ)
ζ − z

dζ. (3.5-5)

eee¡¡¡òòò 1
ζ−z ÐÐÐ������???êêê.éééuuu÷÷÷ C′R1

���ÈÈÈ©©©,������(3.3-3)@@@���ÐÐÐmmm
1
ζ−z,

1
ζ − z

=

∞∑
k=0

(z− z0)k

(ζ − z0)k+1. (3.5-6)
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éééuuu÷÷÷ C′R2
���ÈÈÈ©©©,���ÄÄÄ��� |z− z0| < |ζ − z0|,UUUUUU±±±eee���ªªªòòò 1

ζ−z ÐÐÐmmm,

1
ζ
=

1
(ζ − z0) − (z− z0)

= −
1

z− z0

1

1− ζ−z0
z−z0

= −
1

z− z0

∞∑
l=0

(ζ − z0)l

(z− z0)l
= −

∞∑
l=0

(ζ − z0)l

(z− z0)l+1. (3.5-7)

rrr(3.5-6)ÚÚÚ(3.5-7)©©©OOO���\\\(3.3-5)mmm>>>���üüü���ÈÈÈ©©©,¿¿¿ÅÅÅ���ÈÈÈ©©©

f (z) =
∞∑

k=0

(z− z0)k
·

1
2πi

∮
C′R1

f (ζ)
(ζ − z0)k+1dζ

−

∞∑
l=0

(z− z0)−(l+1)
·

1
2πi

∮
CR1

(ζ − z0)l f (ζ)dζ.
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333þþþªªªmmm>>>111���ÜÜÜ©©©���¥¥¥§§§UUU^̂̂ k = −(l + 1) ���OOO l ������¦¦¦ÚÚÚ���III§§§
¿¿¿���âââ Cauchy½½½nnn(2-2-4)rrrÈÈÈ©©©£££´́́UUU��� C′R1

§§§===���

f (z) =
∞∑

k=−∞

ak(z− z0)k, (3.5-8)

ak =
1

2πi

∮
C′R1

f (ζ)
(ζ − z0)k+1dζ

=
1

2πi

�
C

f (ζ)
(ζ − z0)k+1dζ. (3.5-9)

C������. ���. SSS. ÷÷÷. ___. ���. ���. ���. ���. 777. SSS. ���. ���. ±±±. ���. ???. ���. 444. £££. ���. ©©©(3.5-3)¡¡¡��� f (z)

���Laurant ÐÐÐ. mmm. §§§ÙÙÙmmmààà���???êêê¡¡¡��� Laurant ???. êêê. ©©©

3.5.3 '''uuu laurant ???êêê���AAA:::`̀̀²²²

1 ¦¦¦+++(3.5-3)���???êêê¥¥¥¹¹¹kkk z− z0 ���KKK������§§§


ùùù


���333 z = z0 ���
ÑÑÑ´́́ÛÛÛÉÉÉ���§§§���::: z0 ���UUU´́́������UUUØØØ´́́¼¼¼êêê f (z) ���ÛÛÛ:::(ëëëwwweee
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¡¡¡���~~~fff)©©©
2 ¦¦¦+++¦¦¦ÐÐÐmmmXXXêêê ak ���úúúªªª(3.5-4)��� Taylor ÐÐÐmmmXXXêêê ak ���úúúªªª

///ªªª���ÓÓÓ§§§���ùùùppp��� ak , f (k)(z0)/k!§§§ØØØØØØ z0 ´́́ÄÄÄ��� f (z) ���
ÛÛÛ:::©©©XXXJJJ z0 ´́́ f (z) ���ÛÛÛ:::§§§KKK f (k)(z0) ������ØØØ���333¶¶¶XXXJJJ z0

ØØØ´́́ÛÛÛ:::§§§KKK f (k)(z0) ���333§§§��� ak ���´́́ØØØ���uuu f (k)(z0)/k!©©©ÏÏÏ���

f (k)(z0) = k!
2πi



C

f (ζ)
(ζ−z0)k+1dζ ¤¤¤ááá���^̂̂���´́́333±±± C���>>>...���«««���þþþ

f (z) )))ÛÛÛ§§§


éééuuuyyy333¤¤¤???ØØØ������¹¹¹§§§ùùù«««���þþþkkk f (z) ���ÛÛÛ
:::(eeeÃÃÃÛÛÛ:::ÒÒÒÃÃÃIII���ÄÄÄ Laurant ÐÐÐmmm


)©©©

3 XXXJJJ���kkk���%%% z0 ´́́ f (z) ���ÛÛÛ:::§§§KKKSSS������»»»���±±±???¿¿¿���§§§ÓÓÓ���
z ���±±±ÃÃÃ���///���CCC z0 :::§§§ùùù���¡¡¡(3.5-3)��� f (z) 333§§§������áááÛÛÛ::: z0

���������SSS��� Laurant ÐÐÐmmmªªª©©©ùùù´́́AAAOOO­­­���������«««���///§§§§3.6 òòò

^̂̂§§§ïïïÄÄÄ¼¼¼êêê333ÙÙÙ���áááÛÛÛ:::NNNCCC���555���.
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~

ÓÓÓ. Taylor ÐÐÐ. mmm. ���. ���. §§§Laurant ÐÐÐ. mmm. ���. ´́́. ���. ���. ���. (yyy. ²²². lll. µµµ. )©©©ÐÐÐ. mmm. ���.
���. ���. 555. ¦¦¦. ���. ���. ^̂̂. ���. «««. ØØØ. ÓÓÓ. ���. ���. {{{. ¦¦¦. ���. ���. ���. þþþ. ))). ÛÛÛ. ¼¼¼. êêê. ���. Laurant ÐÐÐ. mmm.
ªªª. ©©©

3.5.4 ÞÞÞ~~~

:~~~1 333 z0 = 0 ���������þþþrrr (sin z)/z ÐÐÐmmm.

))): ¼¼¼êêê (sin z)/z 333���:::vvvkkk½½½ÂÂÂ,z0 = 0 ´́́ÛÛÛ:::.ÚÚÚ^̂̂ sin z 333���:::������
���þþþ���ÐÐÐmmmªªª(3.3-8),kkk

sin z =
z
1!
−

z3

3!
+

z5

5!
−

z7

7!
+ · · · , (|z| < ∞).

���


;;;mmmÛÛÛ:::,lllEEE²²²¡¡¡���������:::.333���������:::���EEE²²²¡¡¡þþþ,^̂̂ z HHHØØØ
sin z ���ÐÐÐmmmªªª,ÒÒÒ��� (sin z)/z ���ÐÐÐmmmªªª

~ sin z
z
= 1−

z2

3!
+

z4

5!
−

z6

7!
+ · · · , (0 < |z| < ∞). (3.5-10)
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ÙÙÙ¢¢¢,XXXJJJ½½½ÂÂÂ������¼¼¼êêê f (z),

f (z) =


sin z

z
, (z , 0),

lim
z→0

sin z
z
= 1, (z = 0).

KKK f (z) 333������mmm²²²¡¡¡þþþ´́́)))ÛÛÛ���©©©lll(3.5-10)������������ f (z) 333 z0 = 0

���������þþþ���ÐÐÐmmmªªª
~

f (z) = 1−
z2

3!
+

z4

5!
−

z6

7!
+ · · · , (|z| < ∞). (3.5-11)

(3.5-11)���´́́)))ÛÛÛ¼¼¼êêê f (z) ��� Taylor ???êêê.

:~~~ 2 333 1 < |z| < ∞���������þþþòòò¼¼¼êêê f (z) = 1/(z2 − 1) ÐÐÐmmm���
Laurant ???êêê.

))): kkkòòò¼¼¼êêê���nnn

f (z) =
1

z2 − 1
=

1
z2

1
1− 1

z2

=
1
z2

∞∑
k=0

(
1
z2

)k
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=
1
z2 +

1
z4 +

1
z6 + · · · =

∞∑
k=0

z2k+2.

ÐÐÐmmmªªª¥¥¥ÑÑÑyyyÃÃÃ���õõõ���KKK���ggg���§§§���ÐÐÐmmm¥¥¥%%% z = 0 ������%%%ØØØ´́́¼¼¼êêê
���ÛÛÛ:::(ÛÛÛ:::333 z = ±1)©©©

:~~~ 3 333 z = l ���������þþþ���¼¼¼êêê f (z) = 1/(z2 − 1) ÐÐÐ��� Laurant ???êêê©©©

))): kkkrrr f (z) ©©©)))���©©©���úúúªªª

f (z) =
1

(z− 1)(z+ 1)
=

1
2

1
z− 1

−
1
2

1
z+ 1

111���������kkk������ÛÛÛ::: z = −1§§§ÏÏÏddd§§§333 z0 = 1 ��������� |z− 1| < 2 þþþ���
±±±ÐÐÐ������VVV???êêê©©©|||^̂̂(3.2-7)

1
1+ z2 =

∞∑
k=0

(−1)kz2k

===���
1
2

1
z− 1

=
1
2

1
(z− 1)+ 2

=
1
4

1
1+ (z− 1)/2
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=
1
4

∞∑
k=0

(−1)k

(
z− 1

2

)k

, (|z− 1| < 2).

uuu´́́
~ 1

z2 − 1
=

1
2

1
z− 1

−

∞∑
k=0

(−1)k 1
2k+2(z− 1)k, (0 < |z− 1| < 2).(3.5-12)

ùùù���ÐÐÐmmmªªªÑÑÑyyy


 −1 ggg������.
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:~~~ 4 333 z0 = 0 ���������þþþrrr e
1
z ÐÐÐmmm.

))): ÚÚÚ^̂̂ ez 333���:::������þþþ���ÐÐÐmmmªªª(3.3-7)

ez =

∞∑
k=0

1
k!

zk,

(∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ < ∞)

.

rrr z ������ 1/z ===���

e
1
z =

∞∑
k=0

1
k!

(
1
z

)k

= 1+
1
1!

1
z
+

1
2!

1
z2 +

1
3!

1
z3 + · · ·

(∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ < ∞)

.

===

~

e
1
z =

0∑
k=−∞

1
(−k)!

zk, (0 < |z|). (3.5-13)

ùùù���ÐÐÐmmmªªªÑÑÑyyyÃÃÃ���õõõKKK������©©©
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:~~~ 5 333 z0 = 0 ���������þþþrrr e
1
2x

(
z−1

z

)
ÐÐÐmmm.

))): ddd(3.3-7)ÚÚÚ(3.5-13)���ýýýéééÂÂÂñññ???êêê
~

e
1
2xz=

∞∑
l=0

1
l!

(
1
2

xz
)l

, (|z| < ∞), (3.5-14)

~

e−
1
2x1

z =

∞∑
n=0

1
n!

(
−

1
2

x
1
z

)n

, (0 < |z|). (3.5-15)

ýýýéééÂÂÂñññ???êêê(3.5-14)ÚÚÚ(3.5-15)���±±±ÅÅÅ������¦¦¦§§§¦¦¦ÈÈÈ¥¥¥QQQkkkÃÃÃ���

õõõ���������§§§qqqkkkÃÃÃ���õõõKKK������©©©���������¦¦¦ÈÈÈ¥¥¥,,,��������� zm(m > 0)

���§§§AAA���(3.5-15)¤¤¤kkk������


©©©OOO^̂̂(3.5-14)¥¥¥��� l = n + m ������¦¦¦©©©���
������¦¦¦ÈÈÈ¥¥¥,,,���KKK��� z−h(h > 0) ���§§§AAA���(3.5-14)¤¤¤kkk������


©©©OOO

^̂̂(3.5-15)¥¥¥��� n = l + h ������¦¦¦©©©ùùù���§§§

e
1
2x

(
z−1

z

)
=

∞∑
m=0

[
∞∑

n=0

(−1)n

(m+ n)!n!

(x
2

)m+2n
]

zm
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+

∞∑
h=1

[
(−1)h

∞∑
l=0

(−1)l

l!( l + h)!

(x
2

)h+2l
]

z−h, (0 < |z| < ∞).

rrr −h UUU��� m,l UUU��� n,KKK

e
1
2x

(
z−1

z

)
=

∞∑
m=0

[
∞∑

n=0

(−1)n

(m+ n)!n!

(x
2

)m+2n
]

zm

+

−∞∑
m=−1

[
(−1)m

∞∑
n=0

(−1)n

n!(n + |m|)!

(x
2

)|m|+2n
]

zm,

(0 < |z| < ∞). (3.5-16)

^̂̂BBB`̀̀���`̀̀§§§(3.5-16)���[ ]ppp���´́́êêêÆÆÆÔÔÔnnn¥¥¥~~~^̂̂������ m ���Bessel¼¼¼êêê
<<< Jm(x) [ëëë��� §11.2].ÏÏÏddd(3.5-16)���������¤¤¤

e
1
2x

(
z−1

z

)
=

∞∑
m=−∞

Jm(x)zm.
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