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§4.1 333êêê½½½nnn

ddd Cauchy½½½nnn������§§§������333«««��� Bþþþ))) ÛÛÛ!!!

333 BþþþëëëYYY���¼¼¼êêê f (z)§§§ééé«««��� B���???��������� `§§§∮
`

f (z)dz = 0.

XXXJJJ BSSSkkkÛÛÛ:::§§§KKK Cauchy½½½nnnØØØ222kkk���©©©
XXXJJJ z0 ´́́ f (z)333 BSSS������������áááÛÛÛ:::§§§333ØØØ���ÛÛÛ

::: z0���������£££������¤¤¤þþþ§§§ f (z)���ÐÐÐmmm��� Laurant???
êêê

f (z) =
∞∑

k=−∞

ak(z − z0)k. (4.1-1)

���ããã«««§§§333 z0:::���������SSS???������������ z0������������ `0£££���¹¹¹333

Laurant???êêê(4.1-1)���ÂÂÂñññ���¥¥¥¤¤¤§§§ddd Cauchy½½½nnn
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`

f (z)dz =
�
`0

f (z)dz.

���ªªª(4.1-1)\\\þþþªªª§§§¿¿¿|||^̂̂ÈÈÈ©©©úúúªªª(2.3.4)ÚÚÚ(2.3.5)§§§===

1
2πi

∮
`

(z − z0)kdz =

{
0, k , −1
1, k = −1

��� ∮
`

f (z)dz = 2πia−1. (4.1-2)

ªªª¥¥¥§§§a−1���. Laurant???. êêê. KKK. ���. ggg. ���. ���. ���. XXX. êêê. §§§¡¡¡. ���. ¼¼¼. êêê. f (z)333. z0:::.
���. 333. êêê. £££ííí. êêê. ¤¤¤§§§PPP. ���. Res f (z0)½½½. Res[ f (z), z0]©©©ÏÏÏddd∮

`

f (z)dz = 2πiRes f (z0). (4.1-3)

þþþ. ¡¡¡. ���. ((( . ØØØ. ���. ±±±. ííí. 222. ���. ���. ¹¹¹. n���. ���. ááá. ÛÛÛ. :::. ���. ���. ///. ©©©bbb��� `���¹¹¹XXX
f (z)��� n������áááÛÛÛ::: b1, b2, · · · , bn§§§��������� `1, `2, · · · , `n©©©OOO������:::
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b1, b2, · · · , bn§§§ddd Cauchy½½½nnn§§§kkk�
`

f (z)dz =
�
`1

f (z)dz +
�
`2

f (z)dz + · · · +
�
`n

f (z)dz.

òòò(4.1-2)���\\\þþþªªª§§§����
`

f (z)dz = 2πi[Res f (b1) + Res f (b2) + · · · + Res f (bn)]. (4.1-4)

4.1.1 333êêê½½½nnn
1. 333êêê½½½nnn
~

���¼¼¼êêê f (z) 333������ ` ¤¤¤���«««��� B þþþØØØkkk������
���áááÛÛÛ::: b1, b2, · · · , bn 			))) ÛÛÛ§§§333444«««��� B þþþØØØ
b1, b2, · · · , bn			ëëëYYY§§§KKK
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~
∮
`

f (z)dz = 2πi
n∑

j=1

Res f (b j). (4.1-5)

2. ¿¿¿ÂÂÂ

~

¦¦¦. ���. ���. ÈÈÈ. ©©©. ===. zzz. ���. ¦¦¦. ���. ÈÈÈ. ¼¼¼. êêê. 333. ���. ���. ¤¤¤. ���. «««. ���. SSS. ���. ���. ááá. ÛÛÛ. :::.
���. 333. êêê. ÚÚÚ. ©©©

3. yyy²²²
~

ggg. ´́́. µµµ^̂̂. EEE. ÏÏÏ. «««. ���. ���. Cauchy½½½. nnn. +333. êêê. ½½½. ÂÂÂ. ©©©äää NNN���þþþ.

4. 333êêê½½½nnn���ííí222���ÃÃÃ������:::������///∗

vvv¼¼¼êêê f (z)333ÃÃÃ������:::���������þþþ))) ÛÛÛ©©©···���555OOO���777∞���������

������ÈÈÈ©©©
�
`

f (z)dz§§§333 `±±±			���«««���þþþvvvkkk f (z)���kkk������ÛÛÛ:::©©©òòò
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f (Z)333ÃÃÃ������������¢¢¢þþþÐÐÐ��� Laurant???êêê§§§¿¿¿���<<<ÈÈÈ©©©ªªª§§§���

`

f (z)dz =


`

(
∞∑

k=−∞

akzk

)
dz.

ØØØ k = −1 ������			§§§ÙÙÙ{{{������þþþ ���"""§§§===
~



`

f (z)dz = −2πi(−a−1) = 2πiRes f (∞). (4.1-6)

−a−1���. ½½½. ÂÂÂ. ���. f (z)333. ÃÃÃ. ���. ���. :::. ���. 333. êêê. Res f (∞)©©©ùùù���§§§333êêê½½½nnnéééuuu

ÃÃÃ������:::���¤¤¤ááá©©©555¿¿¿§§§===¦¦¦ÃÃÃ������:::ØØØ´́́ÛÛÛ::: Res f (∞) ������±±±ØØØ���

"""©©©

kkk������´́́§§§XXXJJJ f (z)���kkkkkk������ÛÛÛ:::©©©¤¤¤kkkkkk���������ÛÛÛ:::777333,,,
���������SSSÜÜÜ |z| < R§§§444···���333������¢¢¢ R < |z| < ∞SSS???���������������

`§§§KKKddd(4.1-5)§§§
~

�
`

f (z)dz = 2πi
{

f (z)333¤¤¤kkkkkk������ÛÛÛ:::���333êêê���ÚÚÚ
}
.
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þþþªªª���(4.1-6)ªªª���\\\§§§���
~

0 = 2πi{333¤¤¤kkk���:::���333êêê���ÚÚÚ}. (4.1-7)
~

===. ¼¼¼. êêê. f (z)333. ���. ²²². ¡¡¡. þþþ. ¤¤¤. kkk. ���. :::. ���. 333. êêê. ���. ÚÚÚ. ���. """. ©©©ùùù. ppp. `̀̀. ���. ¤¤¤. kkk.
���. :::. ���. ))). ÃÃÃ. ���. ���. :::. ÚÚÚ. kkk. ���. ���. ���. ÛÛÛ. :::. ©©©

4.1.2 333êêê���OOO���
: ���������{{{µµµ333. ���. ááá. ÛÛÛ. :::. ���. ���. ���. þþþ. rrr. ¼¼¼. êêê. ÐÐÐ. mmm. ���. Laurant???. êêê. §§§���.
ÙÙÙ. KKK. ���. ggg. ���. ���. ���. XXX. êêê. ©©©���555ÛÛÛ:::^̂̂ddd���{{{©©©

: ééé444:::µµµ���ØØØ��� Laurant???êêêÐÐÐmmm


������©©©eee¡¡¡äää NNN000 ���©©©

1. m ��� 444:::���333êêê½½½nnn

:½½½nnn
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XXX. JJJ. z0 ´́́. ¼¼¼. êêê. f (z)���. m ��� . £££???. ¤¤¤444. :::. §§§KKK.
~

Res f (z0) =
1

(m − 1)!

{
lim
z→z0

dm−1

dzm−1

[
(z − z0)m f (z)

]}
. (4.1-8)

:yyy²²²äää kkk m ��� 444:::���¼¼¼êêê f (z)���ÐÐÐmmm��� Laurant???êêê

f (z) = am(z − z0)−m + · · · + a−2(z − z0)−2 + a−1(z − z0)−1

+

∞∑
k=0

ak(z − z0)k. (4.1-9)

þþþªªªüüü>>>ÓÓÓ¦¦¦±±± (z − z0)m§§§���

(z − z0)m f (z) = a−m + a−m+1(z − z0) + · · · + a−1(z − z0)m−1

+

∞∑
k=0

ak(z − z0)k+m. (4.1-10)

þþþªªªüüü>>>���444���§§§��� z → z0���§§§mmm>>>���uuu a−m§§§¤¤¤±±±

~

lim
z→z0

[
(z − z0)m f (z)

]
= a−m = ���"""kkk������. (4.1-11)
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ùùù. ÒÒÒ . ´́́. ���. äää. m ��� . 444. :::. ��� . êêê. úúú. ªªª. ©©©
ªªª(4.1-10)üüü>>>¦¦¦ m − 1 ��� ���êêê���§§§kkk

dm−1

dzm−1 {(z − z0)m f (z)} = (m − 1)!a−1 +

∞∑
k=0

(m + k)!
(k + 1)!

ak(z − z0)k+1.

þþþªªª¥¥¥--- z → z0§§§üüüààà���444���§§§¿¿¿ØØØ±±± (m − 1)!§§§���(4.1-8)§§§===

Res f (z0) = a−1 =
1

(m − 1)!
lim
z→z0

{
dm−1

dzm−1

[
(z − z0)m f (z)

]}
ddd½½½nnn(4.1-8)§§§···������±±±������XXXeeeüüü���íííØØØ©©©

2. íííØØØ���—������ £££üüü¤¤¤444:::���333êêê

ééé. uuu. ���. ��� . £££üüü. ¤¤¤444. :::. §§§ddd. ½½½. nnn. (4.1-8)§§§���.
~

Res f (z0) = a−1 = lim
z→z0

[(z − z0) f (z)] = ���. """. kkk. ���. ���. . (4.1-12)

þþþ. ªªª. QQQ. ´́́. ���. äää. z0 ´́́. ÄÄÄ. ´́́. ¼¼¼. êêê. f (z)üüü. 444. :::. ���. úúú. ªªª. §§§���. ´́́. OOO. ���. ¼¼¼. êêê. f (z)
333. üüü. 444. :::. z0���. 333. êêê. úúú. ªªª. ©©©
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3. íííØØØ���

���. P(z),Q(z)333. :::. z0 ))) . ÛÛÛ. §§§���.
P(z0) , 0§§§Q(z0) = 0§§§Q′(z0) , 0£££===. ���. ��� . """. :::. ¤¤¤§§§XXX. JJJ. z0 ´́́. ¼¼¼. êêê.
f (z) = P(z)/Q(z)���. ���. ��� . 444. :::. §§§KKK.

~

Res f (z0) = lim
z→z0

[
(z − z0)

P(z)
Q(z)

]
=

P(z0)
Q′(z0)

. (4.1-13)

dddíííØØØ¬¬¬���±±±ááá===���yyy©©©

lim
z→z0

[
(z − z0)P(z)

Q(z)

]
= lim

z→z0

[
P(z) + (z − z0)P′(z)

Q′(z)

]
=

P(z0)
Q′(z0)

4.1.3 ~~~KKK
:~~~¬¬¬¦¦¦ f (z) = 1/(zn − 1)333 z0 = 1���333êêê©©©
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))) µµµddduuu limz→1 f (z) = ∞§§§ÏÏÏddd z0 = 1 ´́́¼¼¼êêê���444:::©©©qqqÏÏÏ���

£££|||^̂̂(4.1-1)¤¤¤

lim
z→1

[
(z − 1)

1
zn − 1

]
= lim

z→1

[
1

zn−1 + zn−1 + · · · + z + 1

]
=

1
n

¤¤¤±±± z0 = 1 ´́́üüü444:::©©©dddüüü444:::333êêêOOO���ªªª(4.1-12)���

Res f (1) = lim
z→1

[
(z − 1)

1
zn − 1

]
= lim

z→1

[
1

zn−1 + zn−1 + · · · + z + 1

]
=

1
n

,,,			§§§���{{{üüü������{{{´́́¦¦¦^̂̂(4.1-13)§§§

Res f (1) =
1

(zn − 1)′
∣∣z=z0 =

1
nzn−1

∣∣z=z0 =
1
n
.

:~~~­­­(((½½½¼¼¼êêê f (z) = 1/ sin z���444:::§§§¦¦¦ÑÑÑ¼¼¼êêê333ùùù


444:::���333
êêê©©©

))) µµµddduuu z → nπ (n������êêê§§§���)))""")§§§kkk sin z → 0, f (z) → ∞§§§
ÏÏÏddd§§§z0 = nπ ´́́444:::©©©

lim
z→nπ

[(z − nπ) f (z)] = lim
z→nπ

z − nπ
sin z
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|||^̂̂ÛÛÛ...���{{{KKK§§§kkk

lim
z→nπ

[(z − nπ) f (z)] = lim
z→nπ

1
cos z

= (−1)n.

¤¤¤±±±z0 = nπ ´́́üüü444:::©©©¼¼¼êêê f (z)333üüü444:::���333êêê���uuu

Res f (nπ) = lim
z→nπ

[(z − nπ) f (z)] = (−1)n.

:~~~®®®(((½½½¼¼¼êêê f (z) = (z + 2i)/(z5 + 4z3)���444:::§§§¿¿¿¦¦¦ÑÑÑ¼¼¼êêê333ùùù



444:::���333êêê©©©

))) µµµkkkzzz{{{¼¼¼êêê

f (z) =
z + 2i

z3(z2 + 4)
=

z + 2i
z3(z + 2i)(z − 2i)

=
1

z3(z − 2i)
.

www,,,§§§z0 = 2iÚÚÚ z0 = 0 ´́́¼¼¼êêê f (z)���444:::©©©ÏÏÏ���z0 = 2iÚÚÚ z0 = 0©©©
OOO´́́©©©111 z3(n − 2i) ������ ÚÚÚnnn""":::§§§¤¤¤±±±z0 = 2iÚÚÚ z0 = 0©©©OOO´́́¼¼¼êêê
���üüü444:::ÚÚÚnnn��� 444:::©©©ddd333êêêOOO���ªªª(??)§§§kkk

Res f (2i) = lim
z→2i

[
(z − 2i)

1
z3(z − 2i)

]
= lim

z→2i

1
z3 =

1
−8i
=

i
8
,
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Res f (0) = lim
z→0

1
2!

{
d2

dz2

[
z3 1

z3(z − 2i)

]}
= lim

z→0

1
2!

{
d2

dz2
1

z − 2i

}
= lim

z→0

{
1

(z − 2i)3

}
=

i
8
.

���. ���. §§§���. ²²². ¡¡¡. þþþ. ¼¼¼. êêê. f (z)¤¤¤. kkk. 444. :::. ���. 333. êêê. ÚÚÚ. ���. """.
:~~~¯̄̄£££P.71,1(1)¤¤¤(((½½½¼¼¼êêê ez/(1 + z)���ÛÛÛ:::§§§¿¿¿¦¦¦ÑÑÑ¼¼¼êêê333���ÛÛÛ:::
���333êêê©©©

))) µµµ(i) ÏÏÏ���

lim
z→−1

(
ez

1 + z

)
= ∞,

¤¤¤±±± z0 = −1 ´́́¼¼¼êêê���444:::©©©qqqÏÏÏ

lim
z→−1

[
(1 + z)

(
ez

1 + z

)]
= lim

z→−1
ez =

1
e
,



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

§4.1. 3ê½n 15/38

ùùù´́́���"""kkk������§§§¤¤¤±±± z0 = −1 ´́́¼¼¼êêê��������� 444:::£££½½½¡¡¡üüü444:::¤¤¤§§§

ÙÙÙ333êêêÒÒÒ ´́́ 1/e§§§===
Res f (−1) =

1
e
.

(ii) ÏÏÏ���

lim
z→∞

(
ez

1 + z

)
ØØØ���333,

¤¤¤±±± z0 = ∞ ´́́¼¼¼êêê������555ÛÛÛ:::©©©¼¼¼êêê333���²²²¡¡¡þþþ���kkkùùùüüü���ÛÛÛ:::§§§

ddduuu���²²²¡¡¡þþþ¤¤¤kkkÛÛÛ:::���333êêê���ÚÚÚ���"""§§§¤¤¤±±±

Res f (∞) = −{ f (z)333¤¤¤kkk£££kkk������¤¤¤kkk������ÛÛÛ:::���333êêê���ÚÚÚ}

= −Res f (−1) = −
1
e
.

¬¬¬KKKÙÙÙ{{{���KKK��� AAA���XXXddd©©©ÛÛÛ§§§������uuu���ÌÌÌ§§§···���������ÑÑÑ{{{$$$ ���

ÚÚÚ½½½222ÞÞÞ ���~~~©©©

:~~~°°°£££P.71,1(2)¤¤¤(((½½½¼¼¼êêê z/(z − 1)(z − 2)2���ÛÛÛ:::§§§¿¿¿¦¦¦ÑÑÑ¼¼¼êêê333
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���ÛÛÛ:::���333êêê©©©

))) µµµ(i)üüü444::: z0 = 1©©©

Res f (1) = lim
z→1

z
(z − 2)2 = 1.

(ii)qqq������ 444::: z0 = 2§§§

Res f (2) = lim
z→2

d
dz

(
z

z − 1

)
= lim

z→2

[
1

z − 1
−

z
(z − 2)2

]
= −1.

:~~~±±±£££P.71,2(1)¤¤¤OOO���£££´́́ÈÈÈ©©©∮
`

dz
(z2 + 1)(z − 1)2

`������§§§´́́ x2 + y2 − 2x − 2y = 0©©©

))) µµµ`������§§§���zzz���µµµ(x − 1)2 + (y − 1)2 = (
√

2)2§§§333EEE²²²¡¡¡þþþ§§§

§§§´́́������±±±(1, i)������%%%§§§
√

2������»»» ������©©©
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���ÈÈÈ¼¼¼êêê f (z) = 1/(z2 + 1)(z − 1)2§§§§§§kkküüü���üüü444::: z0 = ±i§§§ÚÚÚ���

��������� 444::: z0 = 1§§§333ùùùnnn���444:::¥¥¥§§§z0 = −iØØØ333ÈÈÈ©©©£££´́́SSS§§§���kkk
444::: z0 = iÚÚÚ z0 = 1333ÈÈÈ©©©£££´́́SSS§§§§§§������333êêê©©©OOO���µµµ

Res f (i) = lim
z→i

1
(z + i)(1 − z)2 =

1
4
,

Res f (1) = lim
z→1

d
dz

1
1 + z2 = lim

z→1

−2z
(1 + z2)2 = −

1
2
.

AAA^̂̂333êêê½½½nnnµµµ∮
`

dz
(z2 + 1)(z − 1)2 = 2πi[Res f (i) + Res f (1)] = 2πi

[
1
4
−

1
2

]
= −
πi
2
.

:~~~²²²£££P.71,2(2)¤¤¤OOO���£££´́́ÈÈÈ©©©∮
|z|=1

cos z
z3 dz.
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))) µµµ���ÈÈÈ¼¼¼êêê f (z) = cos z/z3���nnn��� 444::: z0 = 0333üüü������SSS§§§ÙÙÙ
333êêê���

Res f (0) =
1
2!

lim
z→0

d2

dz2(cos z) = −
1
2
,

¤¤¤±±± ∮
|z|=1

cos z dz
z3 = 2πiRes f (0) = −πi.

:~~~³³³£££P.71,3¤¤¤AAA^̂̂333êêê½½½nnnOOO���£££´́́ÈÈÈ©©© 1
2πi

∮
`

f (z)
z−α dz§§§¼¼¼êêê f (z)

333 `¤¤¤���«««���þþþ´́́))) ÛÛÛ���§§§α ´́́TTT«««������������SSS:::©©©

))) µµµ������ÈÈÈ¼¼¼êêê g(z) = f (z)
z−α©©©ÏÏÏ��� f (z)333 `¤¤¤���«««���SSS´́́))) ÛÛÛ

���§§§¤¤¤±±± g(z)333ÈÈÈ©©©£££´́́£££=== `¤¤¤���«««���¤¤¤SSS���kkk������üüü444:::

z0 = α§§§




Res f (α) = lim
z→α

[
f (z)

z − α
(z − α)

]
= f (α),
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¤¤¤±±± ∮
`

f (z)z
z − α

dz = 2πiRes f (α) = 2πi f (α),

uuu´́́

1
2πi

∮
`

f (z)
z − α

dz = f (α).

ùùù���´́́���ÜÜÜúúúªªª©©©
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