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§4.2 AAA^̂̂333êêê½½½nnnOOO���¢¢¢CCC¼¼¼êêê���½½½ÈÈÈ©©©
,,,


­­­������¢¢¢ÈÈÈ©©©���^̂̂333êêê½½½nnnOOO���©©©���dddIII���òòò¢¢¢ÈÈÈ©©©���EEECCC

¼¼¼êêê���������ÈÈÈ©©©éééXXXååå555©©©ÏÏÏ~~~ÏÏÏLLLCCCêêê������½½½VVV\\\999ÏÏÏ���rrr¢¢¢½½½ÈÈÈ

©©©===zzz���EEE²²²¡¡¡þþþ���������ÈÈÈ©©©§§§dddddd���^̂̂333êêê½½½nnnOOO������©©©

½½½ÈÈÈ©©©
∫ b

a f (x)dx���ÈÈÈ©©©«««mmm [a, b]���±±±www���
´́́EEEêêê²²²¡¡¡þþþ���¢¢¢ÄÄÄþþþ������ããã `1 (ããã4)))3)©©©uuu
´́́§§§½½½ööö|||^̂̂gggCCC������CCC���rrr `1 CCC������,,,���###

���EEEêêê²²²¡¡¡þþþ���£££´́́§§§ùùù���ÒÒÒ���±±±AAA^̂̂333êêê½½½nnn




¶¶¶½½½ööö,,,			ÖÖÖþþþ���ããã­­­��� `2§§§¦¦¦ `1 ÚÚÚ `2 ÜÜÜ¤¤¤

£££´́́ `§§§`������XXX«««��� B (ããã4)))3)©©©rrr f (x)))). ÛÛÛ. òòò.
ÿÿÿ. ���444«««��� B (ùùù���òòòÿÿÿ      ���ØØØLLL´́́rrr f (x)UUU
��� f (z)
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`

f (z)dz =
∫
`1

f (x)dx +
∫
`2

f (z)dz.

þþþªªª���>>>���±±±AAA^̂̂333êêê½½½nnnOOO���©©©mmm>>>111������ÈÈÈ©©©ÒÒÒ´́́¤¤¤¦¦¦���½½½ÈÈÈ

©©©©©©XXXJJJmmm>>>111������ÈÈÈ©©©���´́́���ÑÑÑ(      ´́́yyy²²²���""")½½½���^̂̂111������ÈÈÈ
©©©LLLÑÑÑ§§§¯̄̄KKKÒÒÒ)))ûûû


©©©

eee¡¡¡äääNNN000���AAA���aaa...���¢¢¢CCC½½½ÈÈÈ©©©©©©

4.2.1 aaa...���∫ 2π
0 R(cos x, sin x)dx§§§���ÈÈÈ¼¼¼êêê R(cos x, sin x) ´́́nnn���¼¼¼êêê���kkknnn

ªªª£££333ÈÈÈ©©©´́́»»»þþþÃÃÃÛÛÛ:::¤¤¤§§§���333 [0, 2π]þþþëëëYYY©©©

���CCCêêê������

z = eix, (4.2-1)
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ddd

cos x =
1
2

(z + z−1), sin x =
1
2

(z − z−1), dx =
1
iz

dz, (4.2-2)

kkk

I =
∮
|z|=1

R
(

z + z−1

2
,

z − z−1

2i

)
dz
iz
. (4.2-3)

333¢¢¢CCCêêê xlll 0CCC��� 2π���LLL§§§¥¥¥§§§EEECCCêêê z = eixlll z = 1ÑÑÑuuu÷÷÷
üüü   ��� |z| = 1___������rrr������qqq£££��� z = 1§§§¢¢¢CCC½½½ÈÈÈ©©©zzz���EEECCC£££´́́
ÈÈÈ©©©§§§ÏÏÏddd���^̂̂333êêê½½½nnnOOO���§§§===

I =
∮
|z|=1

R
(

z + z−1

2
,

z − z−1

2i

)
dz
iz
= 2πi

∑
¤¤¤kkkÛÛÛ:::���333êêêÚÚÚ.

:~~~¬¬¬OOO��� I =
∫ 2π

0
dx

1+ε cos x, (0 < ε < 1).

)))µµµ���ªªª(4.2-1)���CCCêêê������§§§¿¿¿|||^̂̂ªªª(4.2-3)§§§���

I =
∮
|z|=1

dz/iz
1 + ε z+z−1

2

=
2
i

∮
|z|=1

dz
εz2 + 2z + ε

.
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þþþªªªmmm>>>���£££´́́ÈÈÈ©©©333þþþ!!!~~~ 4®®®^̂̂333êêê½½½nnn���ÑÑÑ��� πi/
√

1 − ε2©©©¤¤¤
±±±

I =
2
i
πi

√
1 − ε2

=
2π
√

1 − ε2
.

:~~~­­­OOO��� I =
∫ 2π

0
dx

1−2ε cos x+ε2 , (0 < ε < 1).

)))µµµÓÓÓ~~~¬¬¬���???nnn§§§kkk

I =
∮
|z|=1

dz/iz
1 − ε(z + z1) + ε2 =

∮
|z|=1

i
(εz − 1)(z − ε)

dz.

ùùù���£££´́́ÈÈÈ©©©������ÈÈÈ¼¼¼êêêkkküüü���üüü444:::µµµz0 = 1/ε > 1ÚÚÚ z0 = ε©©©cccööö

333ÈÈÈ©©©£££´́́ |z| = 1���			§§§ÏÏÏ


ØØØ777���ÄÄÄ©©©üüü444:::µµµ z0 = ε333 |z| = 1
���SSS§§§777LLL���ÄÄÄ©©©$$$^̂̂(4.1-8)OOO���333 z0 = ε���333êêê

lim
z→ε

[
(z − ε)

i
(εz − 1)(z − ε)

]
= lim

z→ε

i
εz − 1

=
i

ε2 − 1
.

ddd333êêê½½½nnn���

I = 2πi
i

ε2 − 1
=

2π
1 − ε2

.
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4.2.2 aaa...���∫ +∞
−∞

f (x)dx§§§ÈÈÈ©©©«««mmm´́́ (−∞,+∞)§§§EEECCC¼¼¼êêê f (z)333¢¢¢¶¶¶þþþÃÃÃÛÛÛ
:::§§§333þþþ���²²²¡¡¡SSSØØØkkk������ÛÛÛ:::			??????)))ÛÛÛ¶¶¶��� z333þþþ���²²²¡¡¡ÚÚÚ¢¢¢¶¶¶
þþþ→ ∞���§§§z f (z)������///→ 0©©©

XXXJJJ f (x) ´́́kkknnn¼¼¼êêê P(x)
Q(x)¶¶¶þþþããã^̂̂���¿¿¿���XXX Q(x)vvvkkk¢¢¢"""

:::§§§Q(x)���gggêêê������pppuuu P(x)üüüggg©©©

dddÈÈÈ©©©ÏÏÏ~~~nnn)))���XXXeee444���

I = lim
R1→∞
R2→∞

f (x)dx (4.2-4)

eee444������333���{{{§§§ùùù���444���BBB¡¡¡������~~~ÈÈÈ©©©
∫ ∞
−∞

f (x)dx������©©©���
R1 = R2 → ∞���ddd444������333���{{{§§§TTT444���BBB¡¡¡���ÈÈÈ©©©

∫ ∞
−∞

f (x)dx���ÌÌÌ.
���. §§§PPP���

P

∫ ∞
−∞

f (x)dx = lim
R→∞

∫ R

−R
f (x)dx. (4.2-5)
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eee¡¡¡OOO���dddÈÈÈ©©©ÌÌÌ���©©©���ÄÄÄããã«««ÈÈÈ©©© ´́́

���§§§ÙÙÙ¥¥¥ CR ´́́±±±���:::���¥¥¥%%%§§§R ������»»»���333
þþþ���²²²¡¡¡������������§§§��� R¿¿¿©©©���§§§¦¦¦��� f (z)333
þþþ���²²²¡¡¡SSS¤¤¤kkkÛÛÛ::: zi ÑÑÑ���¹¹¹333ÈÈÈ©©©´́́»»» ` SSS

£££` = CR + −R → R¤¤¤©©©KKK∮
`

f (z)dz =
∫ R

−R
f (x)dx +

∫
CR

f (z)dz.

ddd333êêê½½½nnn∫ R

−R
f (x)dx +

∫
CR

f (z)dz = 2πi{`¤¤¤���þþþ������SSS¤¤¤kkkÛÛÛ:::���333êêêÚÚÚ}.

www,,,§§§ddd���ªªªØØØ��� CR������»»»OOO���


UUUCCC©©©

--- R → ∞§§§þþþªªªmmmàààØØØCCC£££===þþþ���²²²¡¡¡¤¤¤kkkÛÛÛ:::���333êêêÚÚÚ¤¤¤§§§
���ààà111������ÈÈÈ©©©ªªªuuu¤¤¤¦¦¦ÈÈÈ©©©§§§


111������ÈÈÈ©©©���±±±yyy²²²ªªªuuu"""©©©uuu´́́∫ ∞

−∞

f (x)dx = 2πi{ f (z)l333þþþ���²²²¡¡¡SSS¤¤¤kkkÛÛÛ:::���333êêêÚÚÚ}. (4.2-6)
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:~~~®®®OOO���
∫ ∞
−∞

dx
1+x2 .

)))µµµ���ÈÈÈ¼¼¼êêê f (z) = 1
1+z2 =

1
(z−i)(z+i)§§§kkküüü���üüü444::: z0 = ±i§§§ÙÙÙ¥¥¥

���kkk z0 = i333þþþ���²²²¡¡¡þþþ§§§ÙÙÙ333êêê���

Res f (i) =
1

(1 + z2)′
∣∣∣

z=i
=

1
2i
.

¤¤¤±±± ∫ ∞
−∞

dx
1 + x2 = 2πiRes f (i) = π.

:~~~¯̄̄£££P.81,2(1)¤¤¤OOO���¢¢¢CCCÈÈÈ©©©
∫ ∞
−∞

x2+1
x4+1 dx.

)))µµµ

f (z) =
z2 + 1
z4 + 1

=
z2 + 1

(z2 + i)(z2 − i)

=
z2 + 1

[z −
√

2
2 (1 − i)][z +

√
2

2 (1 − i)][z −
√

2
2 (1 + i)][z +

√
2

2 (1 + i)]
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§§§äääkkkooo���444:::§§§ÙÙÙ¥¥¥���kkk z0 = −
√

2
2 (1 − i),

√
2

2 (1 + i)333þþþ���²²²¡¡¡§§§ÙÙÙ
333êêê©©©OOO���

Res f

[ √
2

2
(i − 1)

]
= lim

z→z0

 z2 + 1

(z2 + i)
[

z −
√

2
2 (1 − i)

]
 = 1

2
√

2 i
,

Res f

[ √
2

2
(i + 1)

]
= lim

z→z0

 z2 + 1

(z2 + i)
[

z +
√

2
2 (1 − i)

]
 = 1

2
√

2 i
,

I = 2πi ·
[

1
2
√

2 i
+

1
2
√

2 i

]
=
√

2 π .

���KKKÚÚÚeee¡¡¡AAAKKKÑÑÑáááuuuaaa...���§§§���{{{aaaqqq©©©

:~~~°°°£££P.81,2(2)¤¤¤OOO���¢¢¢CCCÈÈÈ©©©
∫ ∞

0
x2 dx

(x2+9)(x2+4)2 .
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)))µµµddduuu���ÈÈÈ¼¼¼êêê´́́óóó¼¼¼êêê§§§¤¤¤±±±∫ ∞
0

x2 dx
(x2 + 9)(x2 + 4)2 =

1
2

∫ ∞
−∞

x2 dx
(x2 + 9)(x2 + 4)2 ,

���ÈÈÈ¼¼¼êêê
z2

(z2 + 9)(z2 + 4)2 =
z2

(z + 3i)(z − 3i)(z + 2i)2(z − 2i)2 ,

§§§333þþþ���²²²¡¡¡kkküüü���ÛÛÛ:::§§§������´́́444::: z0 = 3i§§§������������444:::
z0 = 2i§§§ÙÙÙ333êêê©©©OOO���

Res f (3i) = lim
z→3i

[
z2

(z + 3i)(z2 + 4)2

]
=

3
50

i ,

Res f (2i) = lim
z→2i

d
dz

[
z2

(z2 + 9)(z + 2i)2

]
= lim

z→2i

{
2z

(z2 + 9)(z + 2i)2 −
2z3(z + 2i)2 + 2z2(z2 + 9)(z + 2i)

[(z2 + 9)(z + 2i)2]2

}
= −

13
200

i ,
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I = 2πi ·
1
2

[
3i
50
−

13i
200

]
=
π

200
.

4.2.3 111nnnaaa∗∫ ∞
0 F(x) cos mxdx,

∫ ∞
0 G(x) sin mxdx§§§ÈÈÈ©©©«««mmm´́́ [0,+∞)§§§óóó¼¼¼

êêê F(x)ÚÚÚÛÛÛ¼¼¼êêê G(x)333¢¢¢¶¶¶þþþvvvkkkÛÛÛ:::§§§333þþþ���²²²¡¡¡ØØØkkk������ÛÛÛ:::
			´́́)))ÛÛÛ���¶¶¶��� z333þþþ���²²²¡¡¡½½½¢¢¢¶¶¶þþþ→ ∞���§§§F(x)ÚÚÚ G(x)������///
→ 0©©©

ÄÄÄkkk§§§rrr¤¤¤¦¦¦ÈÈÈ©©©���///ªªªCCC������eee§§§~~~XXX∫ ∞
0

F(x) cos mcdx =
∫ ∞

0
F(x)

1
2

(eimx + e−imxdx

=
1
2

∫ ∞
0

F(x)eimxdx +
1
2

∫ ∞
0

F(x)e−imxdx.



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

§4.2. A^3ê½nO�¢C¼ê�½È© 31/38

mmm>>>111������ÈÈÈ©©©¥¥¥���CCCêêê������ x = −y§§§¿¿¿���ÄÄÄ��� F(x) ´́́óóó¼¼¼êêê§§§kkk∫ ∞
0

F(x) cos mcdx =
1
2

∫ ∞
0

F(x)eimxdx −
1
2

∫ −∞
0

F(y)eimydy.

½½½ÈÈÈ©©©������¿¿¿ØØØ���ûûûuuuÈÈÈ©©©CCCêêêæææ^̂̂���oooPPPÒÒÒ©©©rrrmmm>>>111������ÈÈÈ©©©���

ÈÈÈ©©©CCCêêêUUUPPP��� x§§§KKK∫ ∞
0

F(x) cos mcdx =
1
2

∫ ∞
0

F(x)eimxdx +
1
2

∫ 0

−∞

F(x)eimxdx

=
1
2

∫ ∞
−∞

F(x)eimxdx. (4.2-7)

ÓÓÓnnn ∫ ∞
0

G(x) cos mcdx =
1
2

∫ ∞
−∞

G(x)eimxdx. (4.2-8)

lll(4.2-7)ÚÚÚ(4.2-8)������§§§������¤¤¤¦¦¦ÈÈÈ©©©®®®zzz���aaa...���©©©UUUìììaaa...
���§§§���������¦¦¦µµµ��� z333þþþ���²²²¡¡¡½½½¢¢¢¶¶¶þþþ→ ∞���§§§zF(z)eimzÚÚÚ

zG(z)eimz������///→ 0©©©���´́́|||^̂̂eeeããã������ÚÚÚnnn§§§���rrr^̂̂������°°°��� F(z)
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ÚÚÚ G(z)������///→ 0©©©

:���. ���. ÚÚÚ. nnn. µµµXXX m������êêê§§§CR ´́́±±±���:::������%%%


   uuuþþþ���²²²¡¡¡������

���±±±(ããã4)))4)§§§qqq������ z333þþþ���²²²¡¡¡½½½¢¢¢¶¶¶þþþ→ ∞��� F(z)������///
→ 0§§§KKK

lim
R→∞

∫
CR

F(z)eimzdz = 0.

yyy²²²ÑÑÑ©©©

���âââ������ÚÚÚnnn©©©éééuuu(4.2-7)ÚÚÚ(4.2-8)mmm>>>üüü���ÈÈÈ©©©§§§333���°°°���^̂̂
���eeeEEE,,,���±±±ÚÚÚ^̂̂(4.2-6)©©©uuu´́́������(((JJJ∫ ∞

0
F(x) cos mxdx

= πi{F(z)eimz333þþþ���²²²¡¡¡¤¤¤kkkÛÛÛ:::���333êêêÚÚÚ}, (4.2-9)∫ ∞
0

G(x) sin mxdx

= π{G(z)eimz333þþþ���²²²¡¡¡¤¤¤kkkÛÛÛ:::���333êêêÚÚÚ}. (4.2-10)
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555. ¿¿¿. 333ªªª(4.2-9)ÚÚÚ(4.2-10)mmm>>>öööøøøppp���´́́ F(z)eimzÚÚÚ G(z)eimz§§§ØØØ���ØØØ

��� F(z) cos mzÚÚÚ G(z) sin mz©©©

:~~~±±±£££P82,3(3)¤¤¤OOO���¢¢¢CCC¼¼¼êêê½½½ÈÈÈ©©©
∫ ∞
−∞

x sin x
1+x2 dx.

)))µµµÏÏÏ���ÈÈÈ¼¼¼êêê´́́óóó¼¼¼êêê§§§¤¤¤±±±∫ ∞
−∞

x sin x
1 + x2 dx = 2

∫ ∞
0

x sin x
1 + x2 dx .

þþþªªª���¥¥¥���ÈÈÈ¼¼¼êêê G(z)eiz = z
1+z2eiz = zeiz

(z+i)(z−i) 333þþþ���²²²¡¡¡kkk������üüü444:::

z0 = i§§§���

Res f (i) = lim
z→i

(
z

z + i

)
eiz =

1
2e
.

I = π · 2
(

1
2e

)
=
π

e
.
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:~~~²²²P82,3(5)¤¤¤OOO���¢¢¢CCC¼¼¼êêê½½½ÈÈÈ©©©
∫ ∞

0
cos mx

(x2+α2)2 dx.

)))µµµ���ÈÈÈ¼¼¼êêê

F(z)eimz =
eimz

(z2 + a2)2 =
eimz

(z + iα)2(z − iα)2

333þþþ���²²²¡¡¡þþþ���kkk������������444::: z0 = iα§§§ÙÙÙ333êêê���

Res f (ai) = lim
z→iα

d
dz

[
eimz

(z + iα)2

]
= lim

z→iα

[
imeimz

(z + iα)2 −
2eimz

(z + iα)3

]
= −

(αm + 1)e−mα

4α3 .

I = πi
[
−

(αm + 1)e−mα

4α3 i
]
=
π(αm + 1)e−mα

4α3 .



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

§4.2. A^3ê½nO�¢C¼ê�½È© 35/38

4.2.4 ¢¢¢¶¶¶þþþkkküüü444:::������¹¹¹∗

ØØØ���¦¦¦©©©
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