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§7.3 êêêÆÆÆÔÔÔnnn���§§§���©©©aaa
§7.1������½½½���§§§§§§ØØØ\\\���îîî���ÄÄÄ���§§§±±±			§§§ÑÑÑ´́́���������©©©���ÖÖÖòòò

XXX­­­???ØØØ������   ���©©©���§§§©©©

7.3.1 ���555������   ���©©©���§§§

1. ������   ���©©©���§§§���½½½ÂÂÂ

rrr¤¤¤kkkgggCCCêêê(���)))���mmm���IIIÚÚÚ���mmm���III)���gggPPP���
x1, x2, · · · , xn©©©������   ���©©©���§§§���±±±½½½ÂÂÂ���

n∑
j=1

n∑
i=1

ai juxix j +

n∑
i=1

biuxi + cu + f = 0, (7.3-1)

XXXJJJ ai j, bi, c, f ���´́́ x1, x2, · · · , xn���¼¼¼êêê


��� uÃÃÃ'''§§§KKK¡¡¡þþþªªª
������������555   ���©©©���§§§©©©§7.1!!!���ÑÑÑ������½½½���§§§±±±999NNNõõõ~~~������   ���
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©©©���§§§ÑÑÑ´́́���555���©©©

2. ���555àààggg������àààggg���§§§

:àààggg���§§§µµµ f ≡ 0©©©

:���àààggg���§§§µµµ f , 0©©©

ÏÏÏ~~~kkk


£££			ååå!!!999


!!!>>>ÖÖÖ���¤¤¤������§§§������àààggg���§§§���������ààà

ggg���§§§������kkk~~~			§§§XXX***ÑÑÑ���§§§¥¥¥���***ÑÑÑ


���rrrÝÝÝ���ßßßÝÝÝ¤¤¤���'''ÚÚÚ���

���555PPPCCC¥¥¥§§§©©©OOOkkk


ÚÚÚ®®®§§§���EEE,,,´́́àààggg���©©©

3. UUU\\\���nnn

XXXJJJ���½½½���§§§ÚÚÚ½½½)))^̂̂���ÑÑÑ´́́���555���§§§KKK���±±±rrr½½½)))¯̄̄KKK���)))www

���AAA���ÜÜÜ©©©������555UUU\\\§§§������ùùù


ÜÜÜ©©©���ggg¤¤¤÷÷÷vvv������½½½���§§§ÚÚÚ½½½)))

^̂̂���������AAA������555UUU\\\���ÐÐÐ´́́���555������½½½���§§§ÚÚÚ½½½)))^̂̂���©©©ùùù������UUU

\\\���nnn©©©±±±���òòò²²²~~~ÚÚÚ^̂̂UUU\\\���nnn©©©
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±±±eeeïïïÄÄÄ���§§§©©©aaa§§§³³³rrr���aaa���§§§©©©OOOzzz���IIIOOO///ªªª©©©ùùù���§§§���

III???ØØØIIIOOO///ªªª������§§§���))){{{ÒÒÒ111


©©©

7.3.2 ���555������   ���©©©���§§§���©©©aaaÚÚÚIIIOOOzzz
???ØØØüüü���CCCêêê xÚÚÚ y������������555   ���©©©���§§§©©©üüü���CCCêêê������������

555   ���©©©���§§§���������///ªªª���

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + b1ux + b2uy + cu + f = 0, (7.3-2)

ªªª¥¥¥§§§a11, a12, a22, b1, b2, c, f ÑÑÑ´́́ x, y���¼¼¼êêê©©©

eee¡¡¡===ÒÒÒ a11, a12, a22, b1, b2, c, f ´́́¢¢¢êêê������¹¹¹???ØØØ©©©

1. ���555CCC���

���CCCêêê������{
x = x(ξ, η),
y = y(ξ, η),

ÚÚÚ

{
ξ = ξ(x, y),
η = η(x, y).

(7.3-3)
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ÙÙÙ Yacobi111���ªªª ∂(ξ,η)
∂(x,y) , 0©©©���rrrªªª(7.3-2)CCC������ ξ, η������§§§§§§���XXXeee

OOO���{
ux = uξξx + uηηx,

uy = uξξy + uηηy.
(7.3-4)



uxx =
(
uξξξ2

x + uξηξxηx + uξξxx
)
+

(
uηξηxξx + uηηη2

x + uηηxx
)

= uξξξ2
x + 2uξηξxηx + uηηη2

x + uξξxx + uηηxx,

uxy =
(
uξξξxξy + uξηξxηy + uξξxy

)
+

(
uηξηyξx + uηηηxηy + uηηxy

)
= uξξξxξy + uξη(ξxηy + ξyηx) + uηηηxηy + uξξxy + uηηxy,

uyy =
(
uξξξ2

y + uξηξyηy + uξξyy
)
+

(
uηξηyξy + uηηη2

y + uηηyy
)

= uξξξ2
y + 2uξηξyηy + uηηη2

y + uξξyy + uηηyy.

(7.3-5)

rrrªªª(7.3-4)ÚÚÚ(7.3-5)���\\\ªªª(7.3-2)¥¥¥§§§���æææ^̂̂###CCCêêê ξÚÚÚ η���������§§§

A11uξξ + 2A12uξη + A22uηη + B1uξ + B2uη + Cu + F = 0. (7.3-6)



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

§7.3. êÆÔn�§�©a 50/81

ªªª(7.3-6)¥¥¥

A11 = a11ξ
2
x + 2a12ξxξy + a22ξ

2
y,

A12 = a11ξxηx + a12(ξxηy + ξyηx) + a22ξyηy,

A22 = a11η
2
x + 2a12ηxηy + a22η

2
y.

B1 = a11ξxx + 2a12ξxy + a22ξyy + b1ξx + b2ξy,

B2 = a11ηxx + 2a12ηxy + a22ηyy + b1ηx + b2ηy,

C = c,
F = f.

(7.3-7)

���§§§ªªª(7.3-6)EEE,,,´́́���555���©©©

ddd(7.3-7)XXXJJJ���������   ���©©©���§§§

a11z2
x + 2a12zxzy + a22z2

y = 0, (7.3-8)

���������AAA)))������###gggCCCêêê ξ§§§KKK(7.3-7)¥¥¥���111���ªªª A11 = 0.ÓÓÓnnn§§§XXX
���(7.3-8)¥¥¥���,,,���)))���gggCCCêêê η§§§KKK(7.3-7)���111���ªªª A22 = 0©©©XXXddd
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ªªª(7.3-6)���???���ÚÚÚzzz{{{©©©

������   ���©©©���§§§���¦¦¦)))���zzz���~~~���©©©���§§§���)))©©©���dddUUU���

ªªª(7.3-8)���

a11

(
−

zx

zy

)2

− 2a12

(
−

zx

zy

)
+ a22 = 0. (7.3-9)

XXXrrr

z(x, y) = ~~~êêê (7.3-10)

������½½½ÂÂÂÛÛÛ¼¼¼êêê y(x)������§§§§§§KKK

dz =
∂z
∂x

dx +
∂z
∂y

dy = 0 = :
∂y
∂x
= −

∂zx

∂zy
,

ÏÏÏddd§§§ªªª(7.3-9)ÒÒÒ´́́

a11

(
∂y
∂x

)2

− 2a12

(
∂y
∂x

)
+ a22 = 0. (7.3-11)
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~~~���©©©���§§§(7.3-11)¡¡¡������������555   ���©©©���§§§(7.3-2)���AAA. ���. ���. §§§. §§§§§§���
������ÈÈÈ©©©

ξ(x, y) = c1, ÚÚÚ η(x, y) = c2

¡¡¡���AAA. ���. ���. ©©©

ddd���ggg���§§§ ax2 + bx + c = 0������ x = −b±
√

b2−4ac
2a §§§���AAA������

§§§(7.3-11)���üüü���������

∂y
∂x
=

a12 +

√
a2

12 − a11a22

a11
, (7.3-12)

∂y
∂x
=

a12 −

√
a2

12 − a11a22

a11
. (7.3-13)
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ÏÏÏ~~~±±±ªªª(7.3-12)ÚÚÚ(7.3-13)���ÒÒÒeeeÎÎÎÒÒÒyyy©©©   ���©©©���§§§(7.3-2)���aaa
...µµµ

a2
12 − a11a22 > 0, VVV­­­...,

a2
12 − a11a22 = 0, ���ÔÔÔ...§§

a2
12 − a11a22 < 0, ýýý���...©©

ddduuu���§§§ªªª(7.3-2)���XXXêêê a11, a12, a22���±±±´́́ x, y���¼¼¼êêê§§§¤¤¤±±±���
§§§ªªª(7.3-2)333gggCCCêêê���,,,���«««���SSSáááuuu,,,���aaa...§§§333,,,���«««������UUUááá
uuu,,,���aaa...©©©^̂̂ªªª(7.3-7)NNN´́́���yyy§§§���gggCCCêêê������������§§§���aaa...ØØØ
CCCµµµ

A2
12 − A11 A22 =

(
a2

11 − a11a22
) (
ξxηy − ξyηx

)2
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2. ���§§§���aaa...

(1). VVV­­­...���§§§

ddduuu a2
11 − a11a22 > 0§§§���ªªª(7.3-12)ÚÚÚ(7.3-13)������ÑÑÑ���xxx¢¢¢AAA������

ξ(x, y) = ~~~êêê, η(x, y) = ~~~êêê.

���

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y)

������###���gggCCCêêê§§§KKK A11 = 0, A22 = 0§§§lll


gggCCCêêêgggCCCêêê������������
§§§ªªª(7.3-6)CCC���

uξη = −
1

A12

[
B1uξ + B2uη + Cu + F

]
. (7.3-14)

222���gggCCCêêê������{
ξ = α + β,

η = α − β.
===,


α =

1
2

(ξ − η),

β =
1
2

(ξ − η).
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KKK���§§§ªªª(7.3-14)zzz���

uαα − uββ = −
1

A12

[
(B1 + b2)uα + (B1 − B2)uβ + 2Cu + 2F

]
, (7.3-15)

ªªª(7.3-14)½½½(7.3-15)ÒÒÒ´́́VVV­­­...���§§§���IIIOOO///ªªª©©©������ÅÅÅÄÄÄ���§§§£££uuu
���îîî���ÄÄÄ!!!\\\���ppp���ÄÄÄ!!!>>>������§§§���¤¤¤ÒÒÒ´́́IIIOOO///ªªª���VVV­­­...���§§§"""

(2). ���ÔÔÔ...���§§§

ddduuu a2
12 − a11a22 = 0§§§AAA������§§§(7.3-12)ÚÚÚ(7.3-13)CCC���ÓÓÓ���������§§§

dy
dx
=

a12

a11
. (7.3-16)

§§§���UUU���ÑÑÑ���xxx¢¢¢AAA������

ξ(x, y) = ~~~êêê,

��� ξ = ξ(x, y)������###���CCCêêê§§§������ ξÃÃÃ'''���¼¼¼êêê η = η(x, y)������,,,���
###���gggCCCêêê§§§���¦¦¦��� η(x, y)ØØØ÷÷÷vvv���§§§(7.3-16)§§§KKK���±±±���yyy
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ªªª(7.3-7)¥¥¥���XXXêêê A11 = 0, A12 = 0, A22 , 0©©©ÏÏÏddd§§§ddd������������
§§§(7.3-6)CCC���

uηη = −
1

A22

[
B1uξ + b2uξ + Cu + F

]
. (7.3-17)

ÒÒÒ´́́���ÔÔÔ...���§§§���IIIOOO///ªªª©©©������ÑÑÑ$$$¯̄̄KKK£££***ÑÑÑÚÚÚ999DDD������¤¤¤ÒÒÒ´́́

IIIOOO///ªªª������ÔÔÔ...���§§§©©©

(3). ýýý���...���§§§

ddduuu a2
12 − a11a22 < 0§§§���ªªª(7.3-12)ÚÚÚ(7.3-13)������ÑÑÑ���xxxEEEêêêAAA���

���

ξ(x, y) = ~~~êêê, η(x, y) = ~~~êêê,




��� η = ξ∗©©©��� ξ = ξ(x, y), η = η(x, y) = ξ∗(x, y)������###���gggCCCêêê§§§KKK
ªªª(7.3-6)¥¥¥ A11 = 0, A22 = 0§§§lll


gggCCCêêê������������§§§(7.3-6)CCC���

uξη = −
1

2A12

[
B1uξ + B2uη + Cu + F

]
. (7.3-18)
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ªªª(7.3-18)///ªªªþþþ���(7.3-14)���ÓÓÓ§§§���¢¢¢���þþþØØØÓÓÓ§§§ÏÏÏ���ddd???��� ξÚÚÚ η ´́́

EEECCCêêê©©©ÏÏÏ~~~ùùù´́́ØØØ���BBB���§§§���ddd222���gggCCCêêê������{
ξ = α + iβ,
η = α − iβ,

===

{
α = Reξ = 1

2(ξ + η),
β = Imξ = 1

2i(ξ − η).

KKK���§§§ªªª(7.3-18)zzz���

uαα + uββ = −
1

A12

[
(B1 + B2)uα + i(B2 − B1)uβ + 2Cu + 2F

]
.(7.3-19)

ªªª(7.3-18)½½½(7.3-19)ÒÒÒ´́́ýýý���...���§§§���IIIOOO///ªªª©©©²²²¡¡¡­­­½½½|||���§§§
£££­­­½½½ßßßÝÝÝ©©©ÙÙÙ!!!­­­½½½§§§ÝÝÝ©©©ÙÙÙ!!!···>>>|||���§§§!!!ÃÃÃ^̂̂­­­½½½>>>666���§§§ÚÚÚ

ÃÃÃ^̂̂­­­ððð666ÄÄÄ���§§§���¤¤¤§§§333���������¹¹¹eee§§§ÑÑÑ´́́ªªª(7.3-19)///ªªª���ýýý���...
���§§§©©©
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7.3.3 õõõgggCCCêêê���§§§���©©©aaa£££ØØØ���¦¦¦¤¤¤
ØØØgggCCCêêêOOO\\\			§§§õõõgggCCCêêê������¹¹¹aaaqqquuu���gggCCCêêê������¹¹¹§§§������

���LLL§§§!!!���{{{aaaqqq©©©

7.3.4 ~~~XXXêêê���555���§§§
XXXJJJ���555���§§§���XXXêêêÑÑÑ´́́~~~êêê§§§KKKUUUþþþããã���{{{zzz¤¤¤IIIOOO///ªªª������

������±±±???���ÚÚÚ{{{zzz©©©

±±±DDDÑÑÑ������§§§(7.1.12)½½½(7.1.13)

LCut t − uxx + (LG + RC)ut + RGu = 0 (7.3-20)

���~~~`̀̀²²²zzz{{{������nnn!!!���{{{ÚÚÚÚÚÚ½½½©©©ÁÁÁ���CCCêêê������

u(x, t) = eλx+µtv(x, t), (7.3-21)
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ÙÙÙ¥¥¥ λ, µ������½½½XXXêêê©©©uuu´́́
ux = eλx+µt(vx + λv),
ut = eλx+µt(vt + µv),
uxx = eλx+µt(vxx + 2λvx + λ

2v),
ut t = eλx+µt(vt t + 2µvt + µ

2v).

(7.3-22)

òòòªªª(7.3-21)ÚÚÚ(7.3-22)���\\\(7.3-20)¥¥¥§§§¿¿¿������ÏÏÏfff eλx+µt§§§���

LCvt t − vxx − 2λvx + [2µLC + (LG + RC)]vt

+[LCµ2
− λ2 + µ(LG + RC) + RG]v = 0.

XXXÀÀÀ��� λ = 0, µ = −(lG + RC)/2LC§§§===

u(x, t) = e−
LG+RC

2LC tv(x, t),

KKK������   ���êêê��� vxÚÚÚ vt ������§§§���§§§{{{zzz���

LCvt t − vxx −
(LG − RC)2

4LC
v = 0. (7.3-23)



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

§7.3. êÆÔn�§�©a 60/81

7.3.5 rrr���555���§§§zzz���IIIOOO///ªªª���ÚÚÚ½½½
: OOO��� a12 − a11a22������§§§dddddd(((½½½���§§§���aaa...¶¶¶

: ���âââ���§§§���aaa...§§§dddAAA������§§§���)))���ÑÑÑ���AAA������£££VVV­­­...ÚÚÚ

ýýý���...������xxx§§§���ÔÔÔ...���kkk���xxx¤¤¤ ξ(x, y) =~~~êêê§§§η(x, y) =~~~
êêê§§§���ïïï###���gggCCCêêê������ ξ = ξ(x, y), η = η(x, y)§§§¦¦¦���æææ^̂̂###
CCCêêê ξ, η ������555���§§§���XXXêêê A11 = 0£££VVV­­­...§§§���ÔÔÔ...§§§ýýý���
...¤¤¤§§§A22 = 0£££VVV­­­...§§§ýýý���...¤¤¤, A12 = 0£££���ÔÔÔ...¤¤¤§§§lll



���������AAAaaa...���IIIOOO���§§§©©©éééVVV­­­...���§§§ÚÚÚýýý���...���§§§������±±±

���???���ÚÚÚ���CCC���µµµα = 1
2(ξ + η), β = 1

2(ξ − η)£££VVV­­­...¤¤¤§§§α =
1
2(ξ + η), β = 1

2i(ξ − η)£££ýýý���...¤¤¤©©©
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7.3.6 rrr���555~~~XXXêêê���§§§???���ÚÚÚ{{{zzz���ÚÚÚ½½½
: ���¼¼¼êêêCCC���

u(x, t) = eλx+µtv(x, t),

: dddCCC���ªªªOOO������{{{zzz���§§§���������   ���êêê§§§¿¿¿���\\\���{{{zzz���§§§ªªª

¥¥¥¶¶¶

: ···���ÀÀÀJJJ���½½½XXXêêê λ, µ§§§¦¦¦��� vx, vt ���������§§§lll


������{{{zzz���

§§§©©©

:~~~

:~~~¬¬¬zzz{{{eee������§§§���IIIOOO///ªªª£££P.169§§§1(1)§§§1(2)¤¤¤

: 1(1) auxx + 2auxy + auyy + bux + cuy + u = 0.
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)))µµµÏÏÏ��� a2
12 − a11a22 = a2 − a2 = 0§§§¤¤¤±±±TTT���§§§´́́���ÔÔÔ...���©©©ÙÙÙ

AAA������§§§���

dy
dx
=

a12 +

√
a2

12 − a11a22

a11
=

a
a
= 1.

===���kkk���xxx¢¢¢���AAA������ y − x = ~~~êêê©©©uuu´́́ÀÀÀ��� ξ = y − x, η = x£££½½½
η = y§§§ooo���§§§������ η��� ξÃÃÃ'''ÒÒÒ111§§§���,,,AAATTTÀÀÀJJJ���{{{üüü���¼¼¼êêê¤¤¤���

���###���CCCêêê§§§OOO������ÔÔÔ...���§§§���IIIOOO///ªªª

uηη = −
1

A22

[
B1uξ + B − 2uη + Cu + F

]
���XXXêêê B1, B2, A22,CÚÚÚ Fµµµ

A22 = a11η
2
x + 2a12ηxηy + a22η

2
y = a + 2a × 0 + a × 0 = a,

B1 = a11ξxx + 2a12ξxy + a22ξyy + b1ξx + b2ξy = c − b,

B2 = a11ηxx + 2a12ηxy + a22ηyy + b1ηx + b2ηy = b,

C = c = 1,
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F = f = 0.

¤¤¤±±±

uηη = −
1
a

[
(c − b)uξ + buη + u

]
,

½½½

uηη +
c − b

a
uξ +

b
a

uη +
1
a

u = 0.

: 1(2) uxx − 2uxy − 3uyy + 2ux + 6uy = 0.

)))µµµÏÏÏ��� a2
12 − a11a22 = 1 − 1 × (−3) = 4 > 0§§§¤¤¤±±±TTT���§§§´́́VVV­­­

...���©©©ÙÙÙAAA������§§§���üüü������

dy
dx
=

a12 ±

√
a2

12 − a11a22

a11
= −1 ± 2 =

{
−3,
1.

AAA��������� y + 3x = C1ÚÚÚ y − x = C2©©©������ÀÀÀJJJ###���gggCCCêêê

ξ = y + 3x, y = y − xCCC���������§§§©©©ÓÓÓ(1)kkküüü«««���{{{§§§ÙÙÙ���´́́|||^̂̂VVV­­­
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...���§§§���IIIOOO///ªªª§§§¿¿¿OOO���ÙÙÙXXXêêê£££ddd������CCC������XXXêêêúúúªªªOOO���¤¤¤¶¶¶

ÙÙÙ���´́́ddd###���gggCCCêêê������§§§OOO���������§§§¥¥¥������???   ���êêê§§§,,,���222���\\\

������§§§§§§¢¢¢yyy{{{zzz���888���©©©±±±eee±±±���{{{���???nnn©©©

ξ = y + 3x, η = y − x,

ux = 3uξ − uη, uy = uξ + uη,

uxx = 9uξξ − 3uξη − 3uηξ + uηη = 9uξξ − 6uξη + uηη,

uxy = 3uξξ + 3uξη − uξη − uηη = 3uξξ + 2uξη − uηη,

uyy = uξξ + uξη + uξη + uηη = uξξ + 2uξη + uηη.

���þþþªªª\\\���ªªª¿¿¿���nnn���§§§

4uξη − 3uξ − uη = 0.

ddd(((ØØØwwwqqq���ÖÖÖþþþ������YYYØØØÓÓÓ§§§¢¢¢KKK´́́���ÓÓÓ���©©©555¿¿¿���ÖÖÖþþþ������

YYYæææ^̂̂���CCC������ ξ = x − y, η = 3x + y§§§���ddd���CCC��� α = −η, β = ξ§§§KKK
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uξ = uβ, uη = −uα, uξη = −uαβ©©©���\\\þþþ¡¡¡���������IIIOOO���§§§���

4uαβ − uα + 3uβ = 0.

UUU^̂̂ÎÎÎÒÒÒ ξ, ηLLL««« α, β§§§kkk

4uξη − uξ + 3uη = 0.

ÙÙÙ¢¢¢ddd///ªªª������§§§���������^̂̂������ ξ = x − y, η = 3x + y������©©©
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