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§7.4 d’Alembertúúúªªª ½½½)))¯̄̄KKK
éééuuu~~~���©©©���§§§§§§···������±±±kkk¦¦¦ÑÑÑ���§§§���ÏÏÏ)))§§§,,,���222|||^̂̂NNN\\\

^̂̂���£££ÐÐÐ©©©^̂̂���¤¤¤(((½½½ÏÏÏ)))¥¥¥���ÈÈÈ©©©~~~êêê©©©

ééé   ���©©©���§§§§§§������éééJJJ¦¦¦ÑÑÑÙÙÙÏÏÏ)))§§§���éééuuu,,,


£££ãããÅÅÅ½½½���ÄÄÄ
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������rrr���§§§zzz������������ÈÈÈ©©©���///ªªª§§§¦¦¦ÑÑÑ¹¹¹kkk???¿¿¿¼¼¼êêê���ÏÏÏ)))§§§���

âââ½½½)))^̂̂���(((½½½¯̄̄KKK���)))©©©
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7.4.1 d’Alembertúúúªªª
···������ÄÄÄ������ÃÃÃ������uuu���������îîî���ÄÄÄ¯̄̄KKK£££������´́́\\\���ppp���ÄÄÄ!!!
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DDDÑÑÑ������§§§���¤¤¤§§§===���ÄÄÄXXXeeeÐÐÐ���¯̄̄KKK{
ut t − a2uxx = 0, −∞ < x < ∞, t > 0,
u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), −∞ < x < ∞.

(7.4-1)

1. ÏÏÏ)))

���òòò���§§§zzz������������ÈÈÈ©©©���///ªªª§§§ÁÁÁ���gggCCCþþþ������{
ξ = x + at,
η = x − at,

===

{
x = 1

2(ξ + η),
t = 1

2a(ξ − η),
(7.4-2)

dddEEEÜÜÜ¼¼¼êêê¦¦¦���{{{KKK§§§���

ut = auξ − auη, ux = u + ξ + uη,

ut t = a2uξξ − a2uξη − a2uηξ + a2uηη = a2(uξξ−2uξη + uηη),

uxx = uξξ + uξη + uξη + uηη = uξξ + 2uξη + uηη.
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���\\\ªªª(7.4-1)¥¥¥§§§���

uξη = 0, ===
∂2u
∂ξ∂η

= 0. (7.4-3)

ªªª(7.4-3)´́́���±±±������ÈÈÈ©©©���§§§ÄÄÄkkkééé ηÈÈÈ©©©§§§���

uξ = f (ξ)—���???¿¿¿���gggëëëYYY������¼¼¼êêê. (7.4-4)

222ééé ξÈÈÈ©©©§§§ÒÒÒ���ÏÏÏ)))

u =
∫

f (ξ)dξ + f2(η) = f1(ξ) + f2(η)

= f1(x + at) + f2(x − at). (7.4-5)

ùùùÒÒÒ´́́���§§§(7.4-1)���ÏÏÏ)))§§§ÙÙÙ¥¥¥ f1ÚÚÚ f2 ´́́���gggëëëYYY���������???¿¿¿¼¼¼êêê

£££ééé~~~���©©©���§§§���???¿¿¿~~~êêê¤¤¤©©©

2. ¼¼¼êêê f1ÚÚÚ f2���(((½½½

ÏÏÏ)))¥¥¥���???¿¿¿¼¼¼êêê f1ÚÚÚ f2���^̂̂½½½)))^̂̂���£££ÐÐÐ©©©^̂̂���¤¤¤(((½½½©©©òòò
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ªªª(7.4-5)���\\\ªªª(7.4-1)���ÐÐÐ©©©^̂̂���¥¥¥§§§���
f1(x) + f2(x) = ϕ(x),
a f ′1(x) − a f ′2(x) = ψ(x),

(7.4-6)

þþþªªª111���ªªªüüü>>>ééé xÈÈÈ©©©§§§kkk

f1(x) − f2(x) =
1
a

∫ x

x0

ψ(ξ)dξ + f1(x0) − f2(x0)

þþþªªªéééÜÜÜ(7.4-6)���111���ªªª§§§���

f1(x) =
1
2
ϕ(x) +

1
2a

∫ x

x0

ψ(ξ)dξ +
1
2

[ f1(x0) − f2(x0)] ,

f2(x) =
1
2
ϕ(x) −

1
2a

∫ x

x0

ψ(ξ)dξ −
1
2

[ f1(x0) − f2(x0)] .

���dddªªª\\\ÏÏÏ)))(7.4-5)¥¥¥���½½½)))¯̄̄KKK���)))

u(x, t) =
1
2

[ϕ(x + at) + ϕ(x − at)] +
1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ. (7.4-7)

���±±±���yyy§§§XXX ϕ(x)���gggëëëYYY������§§§ψ(x)���dddëëëYYY������§§§KKKªªª(7.4-7)(((
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¢¢¢´́́½½½)))¯̄̄KKK���)))©©©ªªª(7.4-7)¡¡¡��� d’Alembertúúúªªª©©©

3. d’Alembertúúúªªª���ÔÔÔnnn¿¿¿ÂÂÂ

f1(x + at)LLL«««±±±���ÝÝÝ a������DDDÂÂÂ���ÅÅÅ—���111ÅÅÅ

f2(x − at)LLL«««±±±���ÝÝÝ a���mmmDDDÂÂÂ���ÅÅÅ—mmm111ÅÅÅ

d’AlembertúúúªªªLLL²²²§§§½½½)))¯̄̄KKK(7.4-1)���)))´́́dddÐÐÐ��� ϕÚÚÚ ψ¤¤¤(((

½½½���üüü«««���!!!mmm111ÅÅÅ 1
2ϕ(x ± at)ÚÚÚ 1

2aΨ(x ± at)£££Ψ(x) ´́́ ψ(x)������¼¼¼
êêê§§§LLL«««ÐÐÐ���ÝÝÝ ψ���\\\ÈÈÈ���AAA¤¤¤���DDDÂÂÂ���UUU\\\©©©ÏÏÏddd§§§qqq¡¡¡

d’Alembert111. ÅÅÅ. {{{. ©©©

7.4.2 ààà:::���������—òòòÿÿÿ{{{
ééé���ÃÃÃ������uuu������ÄÄÄ£££������///���������þþþ���ÅÅÅÄÄÄ¯̄̄

KKK¤¤¤§§§d’Alembertúúúªªª´́́ÄÄÄ···^̂̂QQQººº
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1. ÚÚÚnnn

eee ϕ(x), ψ(x) ´́́ÛÛÛ£££óóó!!!±±±ÏÏÏ¤¤¤¼¼¼êêê§§§KKKÐÐÐ���¯̄̄KKK(7.4-1)���
)))(7.4-7)���´́́ x���ÛÛÛ£££óóó!!!±±±ÏÏÏ¤¤¤¼¼¼êêê©©©

yyy²²²µµµ···���===ééé ϕ(x), ψ(x) ´́́ÛÛÛ¼¼¼êêê������¹¹¹\\\±±±yyy²²²§§§ÙÙÙ§§§üüü¥¥¥
���¹¹¹���yyy²²²aaaqqq©©©ddduuu ϕ(x) = −ϕ(−x), ψ(x) = −ψ(−x)§§§dddªªª(7.4-7)§§§
���

u(−x, t) =
1
2

[ϕ(−x + at) + ϕ(−x − at)] +
1
2

∫ −x+at

−x−at
ψ(ξ)dξ

= −
1
2

[ϕ(x − at) + ϕ(x + at)] −
1
2

∫ x−at

x+at
ψ(−η)dη

= −u(x, t).

=== u(x, t) ´́́ x���ÛÛÛ¼¼¼êêê©©©

|||^̂̂dddÚÚÚnnn���±±±¦¦¦)))���������þþþ���¯̄̄KKK©©©
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2. ���ÃÃÃ������uuu���½½½ààà:::���gggddd���ÄÄÄ

ddd¯̄̄KKK888(((���½½½)))¯̄̄KKK

ut t − a2uxx = 0, (0 < x < ∞) (7.4-8)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), (0 ≤ x < ∞) (7.4-9)

u|x=0 = 0. (7.4-10)

ddduuu x = 0???���ààà:::���½½½§§§ÏÏÏddd§§§��� t > x/a���§§§d’Alembertúúúªªª¥¥¥
��� ϕ(x − at)ÚÚÚ

∫ x+at
x−at ψ(ξ)dξØØØ222kkk¿¿¿ÂÂÂ§§§úúúªªª���ÒÒÒØØØUUU������¦¦¦^̂̂©©©

···������±±±rrr���ÃÃÃ���������uuu������,,,ÃÃÃ���������uuu��� x ≥ 0ÜÜÜ©©©§§§������
¦¦¦ÃÃÃ������uuu333 x = 0???©©©ªªªØØØÄÄÄ©©©ÏÏÏddd§§§���ÄÄÄ   £££777LLL´́́'''uuu x���ÛÛÛ
¼¼¼êêê§§§ÐÐÐ©©©   £££ÚÚÚÐÐÐ©©©���ÝÝÝ���AAATTT´́́ÛÛÛ¼¼¼êêê©©©===

Φ(x) =

{
ϕ(x), (x ≥ 0),
−ϕ(−x), (x < 0);

Ψ(x) =

{
ψ(x), (x ≥ 0),
−ψ(−x), (x < 0).

(7.4-11)

ùùù���ÒÒÒ���±±±¦¦¦^̂̂ d’Alembertúúúªªª¦¦¦)))


§§§ÙÙÙ¥¥¥ x ≥ 0���ÜÜÜ©©©ÒÒÒ´́́¤¤¤ïïï
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ÄÄÄ������ÃÃÃ������uuu���)))©©©

ÏÏÏ. ~~~. ^̂̂. “òòò. ÿÿÿ. ”���. ccc. £££. ããã. ùùù. ���. ���. {{{. µµµrrr. ϕ(x)ÚÚÚ. ψ(x)lll. ���. ÃÃÃ. .... «««. mmm.
x ≥ 0ÛÛÛ. òòò. ÿÿÿ. ���. ���. ���. ���. mmm. §§§©©©. OOO. ¤¤¤. ���. Φ(x)ÚÚÚ. Ψ(x)©©©

ddd d’Alembertúúúªªª

u(x, t) =
1
2

[Φ(x + at) + Φ(x − at)] +
1

2a

∫ x+at

x−at
Ψ(ξ)dξ.

���

u(x, t) =



1
2

[ϕ(x + at) + ϕ(x − at)]

+
1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ, t ≤ x

a or x ≥ at
1
2

[ϕ(x + at) − ϕ(−x + at)]

+
1

2a

∫ x+at

−x+at
ψ(ξ)dξ, t ≥ x

a or 0 ≤ x ≤ at.

(7.4-12)
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:ÔÔÔ. nnn. ¿¿¿. ÂÂÂ. µµµddduuuààà:::���½½½§§§lll111ÅÅÅ������ÝÝÝwww§§§ÐÐÐ©©©���ÄÄÄ������!!!mmmDDD
ÂÂÂ���§§§ÙÙÙ���111ÅÅÅ111???��� x = 0???òòò���)))������ÅÅÅ§§§��� t < x

a ���§§§������ÅÅÅ

������DDD��� x???§§§¤¤¤±±±(((JJJ���ÃÃÃ...uuu���ÓÓÓ¶¶¶��� t > x
a ���§§§������ÅÅÅ®®®²²²DDD

��� x???§§§ddd���������ÅÅÅÚÚÚ���   ���\\\���ÅÅÅ���   ������§§§ÑÑÑyyy���ÅÅÅ������©©©

|||^̂̂������þþþÐÐÐ���¯̄̄KKK¦¦¦)))���������þþþ¯̄̄KKK������{{{¡¡¡���ééé¡¡¡òòòÿÿÿ{{{©©©

ddduuuÛÛÛ£££óóó¤¤¤¼¼¼êêê������êêêEEE,,,´́́ÛÛÛ£££óóó¤¤¤¼¼¼êêê§§§¤¤¤±±±|||^̂̂éééÐÐÐ���óóóòòò

ÿÿÿ§§§ÓÓÓ������±±±aaaqqq///¦¦¦111���aaa>>>...^̂̂��� ux|x=0 = 0������ÃÃÃ���¯̄̄KKK©©©

3. ààà:::gggddd������ÃÃÃ������£££uuu¤¤¤\\\���gggddd���ÄÄÄ

ÑÑÑ§§§���P.175—177©©©

7.4.3 ½½½)))¯̄̄KKK´́́���������NNN
lll   ���©©©���§§§(7.4-1))))ÑÑÑ���KKK������úúúªªª(7.4-7)���LLL§§§§§§���ÖÖÖööö¤¤¤

ÙÙÙGGG���~~~���©©©���§§§���¦¦¦)))LLL§§§´́́������aaaqqq���©©©
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���´́́§§§ééé���JJJ§§§ýýý���õõõêêê   ���©©©���§§§éééJJJ¦¦¦ÑÑÑÏÏÏ)))¶¶¶===¦¦¦®®®¦¦¦���

ÏÏÏ)))§§§^̂̂½½½)))^̂̂���(((½½½ÙÙÙ¥¥¥���½½½¼¼¼êêê      ���\\\���JJJ©©©

333���ÙÙÙ���mmmÞÞÞ®®®���ÑÑÑ§§§lllÔÔÔnnn������ÝÝÝ555`̀̀§§§¯̄̄KKK���������JJJ{{{´́́333

���½½½���½½½)))^̂̂���eee¦¦¦)))êêêÆÆÆÔÔÔnnn���§§§©©©yyy333···���������ÑÑÑ§§§ØØØ




d’Alembertúúúªªª���aaa444������~~~			§§§lllêêêÆÆÆ������ÝÝÝ555`̀̀§§§ØØØ���UUUkkk¦¦¦   
���©©©���§§§���ÏÏÏ))),,,���222���ÄÄÄ½½½)))^̂̂���§§§777LLLÓÓÓ������ÄÄÄ   ���©©©���§§§ÚÚÚ½½½

)))^̂̂���±±±???111¦¦¦)))©©©

ùùù���§§§ØØØ+++lllÔÔÔnnnþþþ`̀̀���´́́lllêêêÆÆÆþþþ`̀̀§§§½½½)))¯̄̄KKK´́́���������NNN©©©

7.4.4 ½½½)))¯̄̄KKK���···½½½555
½½½)))¯̄̄KKK555ggg¢¢¢SSS!!!§§§���)))������AAA£££���¢¢¢SSS¥¥¥���©©©���ddd§§§AAA������

¦¦¦½½½)))¯̄̄KKK

: kkk)))¶¶¶
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: ÙÙÙ)))´́́���������¶¶¶

: )))´́́½½½���©©©

)))������333555ÚÚÚ������555ùùùüüü������¦¦¦²²²xxx´́́ÃÃÃ©©©���uuu111nnn������¦¦¦===½½½555

`̀̀���´́́\\\JJJ½½½)))^̂̂������êêê���kkk[[[������UUUCCC§§§)))���êêê������������[[[������UUU

CCC©©©

������ooo���¦¦¦½½½QQQºººddduuuÿÿÿþþþØØØ���UUUýýýééé°°°���§§§555ggg¢¢¢SSS���½½½)))

^̂̂���ØØØêêê���kkk[[[������ØØØ���§§§XXXJJJ)))ØØØ´́́½½½���§§§@@@ooo§§§ÒÒÒééé���UUU���¢¢¢

SSS���¹¹¹������$$$���§§§vvvkkkddd���©©©

½½½)))¯̄̄KKKXXXJJJ÷÷÷vvv±±±þþþnnn���^̂̂���§§§ÒÒÒ¡¡¡���···½½½���©©©���···½½½���½½½)))

¯̄̄KKKAAA���???UUUÙÙÙJJJ{{{§§§¦¦¦ÙÙÙ¤¤¤���···½½½���©©©

NNN´́́���yyy§§§333ÐÐÐ���¯̄̄KKK¥¥¥§§§XXXJJJÐÐÐ©©©   £££ ϕ(x)ÚÚÚÐÐÐ©©©���ÝÝÝ ψ(x)
©©©OOO´́́äääkkk������ÚÚÚ������ëëëYYY���������¼¼¼êêê§§§KKKÙÙÙ)))���½½½���333!!!���������

½½½©©©
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:~~~

:~~~¬¬¬¦¦¦)))ÃÃÃ������uuu���gggddd���ÄÄÄ§§§���uuu���ÐÐÐ©©©   £££��� ϕ(x)§§§ÐÐÐ©©©���
ÝÝÝ��� −aϕ′(x)©©©

)))µµµ½½½)))¯̄̄KKK���µµµ
ut t − a2uxx = 0 −∞ < x < +∞ ,

u
∣∣

t=0 = ϕ(x) ,
ut

∣∣
t=0 = −aϕ′(x) .

ùùù´́́������������ÃÃÃ...���mmm���¯̄̄KKK§§§���âââ d’Alembertúúúªªª§§§kkk

u(x, t) =
1
2

[ϕ(x + at) + ϕ(x − at)] +
1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ) dξ

òòòÐÐÐ©©©   £££ÚÚÚÐÐÐ©©©���ÝÝÝ���\\\þþþªªª§§§���

u(x, t) =
1
2

[ϕ(x + at) + ϕ(x − at)] +
1

2a

∫ x+at

x−at
−aϕ′(ξ) dξ
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=
1
2

[ϕ(x + at) + ϕ(x − at)] −
1
2

∫ x+at

x−at
ϕ′(ξ) dξ

=
1
2

[ϕ(x + at) + ϕ(x − at)] −
1
2
ϕ(x + at) +

1
2
ϕ(x − at)

= ϕ(x − at) .

ÅÅÅ������������������£££x������¤¤¤DDDÂÂÂ§§§´́́������111ÅÅÅ©©©
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:~~~���ÃÃÃ������uuu���ÐÐÐ©©©   £££ÚÚÚÐÐÐ©©©���ÝÝÝÑÑÑ´́́"""§§§ààà:::������������ÄÄÄ

u
∣∣

x=0 = A sinωt©©©¦¦¦)))uuu������ÄÄÄ©©©

)))µµµéééuuu x ≥ at§§§www,,,kkk u(x, t) = 0©©©eee¡¡¡ïïïÄÄÄ t > x
a§§§òòòÐÐÐ©©©^̂̂

���òòòÿÿÿ��� x < 0������ÃÃÃ...«««������§§§½½½)))¯̄̄KKK���
ut t − a2uxx = 0 , −∞ < x < ∞ ,

u(0, t) = A sinωt ,

u(x, 0) = Φ

{
0 , x ≥ 0 ,
ϕ(x) , 0 < x ,

u(x, 0) = Ψ

{
0 , x ≥ 0 ,
ψ(x) , x < 0 ,

ÙÙÙ¥¥¥ ϕ(x)ÚÚÚ ψ(x) ´́́���½½½¼¼¼êêê©©©

òòò d’Alembertúúúªªª^̂̂uuuòòòÿÿÿ������ÃÃÃ...uuu§§§kkk

u(x, t) =
1
2

[Φ(x + at) + Φ(x − at)] +
1

2a

∫ x+at

x−at
Ψ(ξ) dξ ,
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���---ÙÙÙ÷÷÷vvv>>>...^̂̂���§§§���

A sinωt =
1
2

[0 + ϕ(−at)] +
1

2a

∫ 0

−at
Ψ(ξ) dξ ,

A sinωt =
1
2
ϕ(−at) +

1
2a

∫ 0

−at
Ψ(ξ) dξ ,

PPP at ��� x§§§KKK

A sinω
x
a
=

1
2
ϕ(−x) +

1
2a

∫ 0

−x
ψ(ξ) dξ ,

www,,,§§§eee��� ϕ(x) = 2A sin
(
−ωa x

)
§§§ψ(x) = 0§§§KKK

u(x, t) =
1
2
ϕ(x − at) = A sin

[
−
ω

a
(x − at)

]
= A sinω

(
t −

x
a

)
.

(
t >

x
a

)
.
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������(No.16)
P. 179µµµ1§§§8
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