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§8.1 àààggg���§§§���©©©lllCCCêêê{{{
8.1.1 àààggg���§§§!!!àààggg>>>...^̂̂������©©©lllCCCêêê{{{

±±±üüüààà���½½½uuu���gggddd���ÄÄÄ���~~~§§§äääNNN`̀̀²²²©©©lllCCCêêê{{{���ÄÄÄ���ggg���

ÚÚÚÚÚÚ½½½©©©½½½)))¯̄̄KKK���

ut t − a2uxx = 0, (8.1-1)

u|x=0 = 0, u|x=l = 0, (8.1-2)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), (0 < x < l). (8.1-3)

üüüààà���½½½���uuuþþþ������ÄÄÄÚÚÚååå���ÅÅÅ333ààà:::òòò������§§§

lll
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CCCzzzÚÚÚ���ÌÌÌ���CCCzzz©©©OOO^̂̂ T(t)ÚÚÚ X(x)LLL«««©©©===
ÙÙÙ)))äääkkk©©©lllCCCêêê���///ªªª
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u(x, t) = X(x)T(t). (8.1-4)

���ªªª(8.1-4)\\\ªªª(8.1-1)ÚÚÚ(8.1-2)§§§���

XT′′ − a2X′′T = 0, (8.1-5){
X(0)T(t) = 0,
X(l)T(t) = 0.

(8.1-6)

���


���������""")))§§§T(t) , 0§§§¤¤¤±±±���������ÙÙÙ. ggg. >>>. .... ^̂̂. ���. ���AAA���(((ØØØ

X(0) = X(l) = 0. (8.1-7)

dddªªª(8.1-5)���
T′′

a2T
=

X′′

X
= −λ,

dddddd���rrr���¯̄̄KKK©©©)))���'''uuu XÚÚÚ T���~~~���©©©���§§§§§§{
X′′ + λX = 0,
X(0) = 0, X(l) = 0;

(8.1-8)

T′′ + λa2Y = 0. (8.1-9)
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1. kkk¦¦¦))) X

w��� λ < 0���

ªªª(8.1-12)���)))���

X = C1e
√
−λx + C2e−

√
−λx.

ÈÈÈ©©©~~~êêê C1ÚÚÚ C2ddd>>>...^̂̂���(((½½½©©©{
C1 + C2 = 0,
C1e

√
−λl + C2e−

√
−λl = 0,

−→ C1 = −C2 = 0.

ÏÏÏddd X(x) = 0 −→ u(x, t) = 0ÃÃÃ¿¿¿ÂÂÂ§§§��� λ ≮ 0©©©

w��� λ = 0���

X(x) = C1x + C2,

ddd>>>...^̂̂���§§§���{
C2 = 0,
C1l + C2 = 0,

−→ C1 = C2 = 0.
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ÓÓÓnnnÃÃÃ¿¿¿ÂÂÂ§§§λ = 0���AAAüüüØØØ©©©

w��� λ > 0���

X(x) = C1 cos
√
λx + C2 sin

√
λx,

ÓÓÓnnn§§§{
C1 = 0,
C2 sin

√
λl = 0.

√
λl = nπ,

λ =
n2π2

l2 , n = 1, 2, 3, · · · . (8.1-10)

ddd���

X(x) = C2 sin
nπx

l
, C2´́́???¿¿¿~~~êêê. (8.1-11)

dddddd������§§§©©©lllCCCþþþ´́́ÚÚÚ\\\���~~~êêê λØØØUUU���KKK½½½"""§§§���ØØØUUU���???

¿¿¿���êêê§§§


777LLL���(8.1-10)���ÑÑÑ���AAA½½½���—���. ���. ���. §§§���AAA���)))¡¡¡������. ���.
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))). ©©©���AAA������§§§(8.1-12)ÚÚÚ>>>...^̂̂���(8.1-7)���¤¤¤������¯̄̄KKK©©©ªªª(8.1-12)==={
X′′ + λX = 0,
X(0) = 0, X(l) = 0;

2. ¦¦¦ T

���§§§(8.1-9)yyy333������

T′′ + a2 n2π2

l2 T = 0.

ÙÙÙ)))���

T(t) = A cos
nπat

l
+ B sin

nπat
l
. (8.1-12)

ªªª¥¥¥ A, B ´́́ÈÈÈ©©©~~~êêê©©©

òòòªªª(8.1-11)ÚÚÚ(8.1-12)���\\\ªªª(8.1-4)§§§���©©©lllCCCêêê///ªªª)))

un(x, t) =
(

An cos
nπat

l
+ Bn sin

nπat
l

)
sin

nπ
l

x. (8.1-13)
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n���������êêê©©©zzz������ néééAAAuuu���«««777ÅÅÅ—¡¡¡���üüüààà���½½½uuu���������
���ÄÄÄ©©©dddddd���§§§x = kl/n (k = 0, 1, 2, · · · , n)§§§��� n+ 1���!!!:::§§§ÓÓÓ���kkk
n���ÅÅÅJJJ:::©©©������!!!:::ååålll l

n = ���ÅÅÅ���:ÅÅÅ��� = 2l
n§§§���������ÄÄÄ���ªªªÇÇÇ

ω = nπa
l §§§ f = ω

2π =
na
2l©©©

ªªª(8.1-13)���UUU������

un(x, t) = Dn sin
nπ
l

x cos(ωnt − θn),

Dn =

√
A2

n + B2
n, ωn =

nπa
l
, θn = arctg

Bn

An
.

������§§§333???¿¿¿������ t = t0§§§ÅÅÅ���///GGG´́́������uuu­­­���¶¶¶???���::: x = x0§§§

ÑÑÑ±±±���ÓÓÓ������ªªªÇÇÇ ωn!!!ÐÐÐ���    θn���������ÄÄÄ§§§ØØØÓÓÓ���:::���ÌÌÌØØØÓÓÓ©©©kkk

������uuu���gggddd���ÄÄÄ´́́ddd���XXX���777ÅÅÅUUU\\\


¤¤¤���§§§zzz���777ÅÅÅ���ÅÅÅ///dddAAA

���¼¼¼êêê(((½½½§§§ªªªÇÇÇdddAAA������(((½½½©©©ÏÏÏddd§§§©©©. lll. CCC. êêê. {{{. qqq. ¡¡¡. 777. ÅÅÅ. {{{. ©©©

dddddd���)))ºººuuuWWWììì���üüüsss©©©n = 1 ´́́§§§ω1 =
πa
l =

π
l

√
T
ρ§§§¡¡¡���ÄÄÄÑÑÑ

£££ªªª¤¤¤§§§ωn (n ≥ 2)¡¡¡������ÑÑÑ£££ªªª¤¤¤§§§���AAA������ÄÄÄ¡¡¡���ÄÄÄ���ÄÄÄÚÚÚggg���
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���ÄÄÄ©©©ÄÄÄÑÑÑûûû½½½


ÑÑÑNNN§§§


���ÑÑÑûûû½½½


ÑÑÑÚÚÚ©©©ØØØÓÓÓ���


ìììkkkØØØÓÓÓ������

ÑÑÑ§§§===ÑÑÑÚÚÚ©©©ÏÏÏLLLUUUCCCuuu��� l!!!NNN���uuu¥¥¥ÜÜÜååå T!!!¦¦¦^̂̂ØØØÓÓÓooo[[[���uuu
£££ρ¤¤¤���555UUUCCCªªªÇÇÇ§§§lll


üüüsssÑÑÑ{{{©©©ÄÄÄfff���ÑÑÑWWW©©©

þþþªªª´́́÷÷÷vvv���½½½���§§§ÚÚÚ>>>...^̂̂���������555ÕÕÕááá���AAA)))§§§ddduuu���½½½���

§§§ÚÚÚ>>>...^̂̂���´́́���555���§§§���������ÄÄÄ������555|||ÜÜÜÒÒÒ´́́���½½½���§§§ÚÚÚ>>>...^̂̂

������������)))§§§===

u(x, t) =
∞∑

n=1

(
An cos

nπat
l
+ Bn sin

nπat
l

)
sin

nπ
l

x. (8.1-14)

ªªª¥¥¥���???¿¿¿~~~êêê An, BndddÐÐÐ©©©^̂̂���(((½½½µµµ
∞∑

n=1

An sin
nπx

l
= ϕ(x),

∞∑
n=1

nπa
l

Bn sin
nπx

l
= ψ(x).

(0 < x < l) (8.1-15)
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òòòªªª¥¥¥��� ϕ(x)ÚÚÚ ψ(x)ÐÐÐmmm��� Fourier���uuu???êêê§§§���
An =

2
l

∫ l

0
ϕ(ξ) sin

nπξ
l

dξ,

Bn =
2

nπa

∫ l

0
ψ(ξ) sin

nπξ
l

dξ.
(8.1-16)

(8.1-14)ÒÒÒ´́́½½½)))¯̄̄KKK(8.1-1)—(8.1-3)���)))©©©ÙÙÙXXXêêê AnÚÚÚ BnkkkÐÐÐ©©©^̂̂

���(((½½½©©©(8.1-14)fffÐÐÐÒÒÒ´́́ Fourier���uuu???êêê§§§ùùù´́́ddd111���aaaàààggg>>>...
^̂̂���(8.1-2)¤¤¤ûûû½½½���©©©

���òòòþþþããã©©©lllCCCêêê{{{ããã«««���
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©©©ÛÛÛþþþãããLLL§§§������§§§éééuuu���555àààggg���§§§ÚÚÚ���555àààggg>>>...^̂̂������½½½

)))¯̄̄KKK§§§���^̂̂©©©lllCCCêêê������{{{¦¦¦)))©©©

���,,,©©©lllCCCêêê{{{���������)))´́́ÃÃÃ¡¡¡???êêê§§§���´́́äääNNN¯̄̄KKK¥¥¥§§§???êêê���

kkkccceeeZZZ���´́́­­­������©©©
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8.1.2 ©©©lllCCCêêê{{{���AAA^̂̂ÞÞÞ~~~
ééé111���aaaàààggg>>>...^̂̂���§§§þþþ¡¡¡®®®²²²ïïïááá


ÙÙÙ)))§§§yyy333???ØØØ111. ���. aaa.

ààà. ggg. >>>. .... ^̂̂. ���. ���. ½½½. ))). ¯̄̄. KKK. ©©©

:~~~¬¬¬¦¦¦)))üüüàààgggddd���\\\���gggdddppp���ÄÄÄ¯̄̄KKK§§§ÙÙÙ½½½)))¯̄̄KKK���

ut t − a2uxx = 0, (8.1-17)

ux|x=0 = 0, ux|x=l = 0, (8.1-18)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), (0 < x < l). (8.1-19)

)))µµµ���©©©lllCCCêêê///ªªª���ÁÁÁ&&&)))���

u(x, t) = X(x)T(t), (8.1-20)

���\\\���½½½���§§§(8.1-17)ÚÚÚ>>>...^̂̂���(8.1-18)§§§���

XT′′ − a2X′′T = 0, (8.1-21)

X′(0)T(t) = 0, X′(l)T(t) = 0. (8.1-22)
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���


���������"""kkk¿¿¿ÂÂÂ���)))§§§>>>...^̂̂���(8.1-22)���UUU���

X′(0) = X′(l) = 0. (8.1-23)

ééé���½½½���§§§(8.1-21)§§§üüü>>>ØØØ±±± a2XT���
T′′

a2T
=

X′′

X
,

þþþªªªüüü>>>������´́́ØØØ���UUU���§§§ØØØ���üüü>>>������������uuuÓÓÓ���~~~êêê§§§PPP���

−λ§§§kkk
T′′

a2T
=

X′′

X
= −λ.

ùùù���©©©lll���'''uuu XÚÚÚ T���~~~���©©©���§§§§§§cccöööNNN���kkk^̂̂���(8.1-23)§§§===

X′′ + λX = 0, (8.1-24)

X′(0) = X′(l) = 0;

ÚÚÚ

T′′ + λa2T = 0. (8.1-25)
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yyy333???ØØØ���������¯̄̄KKK(8.1-24)ÚÚÚ(8.1-23)���))).

w��� λ < 0���

ddd������UUU������ÃÃÃ¿¿¿ÂÂÂ���"""))) X(x) ≡ 0©©©

w��� λ = 0���

X(x) = C0 + D0x,

���\\\>>>...^̂̂���(8.1-23)§§§��� D0 = 0§§§

X(x) = C0, C0���???¿¿¿~~~êêê.

w��� λ > 0���

X(x) = C1 cos
√
λx + C2 sin

√
λx,

���\\\^̂̂���(8.1-23)§§§���
√
λC2 = 0,
√
λ

(
−C1 sin

√
λl + C2 cos

√
λl

)
= 0.
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ÙÙÙkkk¿¿¿ÂÂÂ���)))���UUU333XXXeee���¹¹¹eee������{
C2 = 0, C1 , 0,
sin
√
λl = 0.

¤¤¤±±±§§§���������ÚÚÚ���������¼¼¼êêê©©©OOO���

λ =
n2π2

l2 , n = 1, 2, · · · ,

X(x) = C1 cos
nπ
l

x, n = 1, 2, · · · .

wÜÜÜ¿¿¿ λ = 0ÚÚÚ λ > 0üüü«««���¹¹¹���§§§���������ÚÚÚ���������¼¼¼êêê©©©OOO���

λ =
n2π2

l2 , n = 0, 1, 2, · · · , (8.1-26)

X(x) = C1 cos
nπ
l

x, n = 0, 1, 2, · · · . (8.1-27)

������§§§���������¯̄̄KKK(8.1-24)ÚÚÚ(8.1-23)���������¼¼¼êêê(8.1-27)���ÐÐÐ´́́ Fourier
{{{uuuÄÄÄ���¼¼¼êêêXXX©©©
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rrr���������(8.1-26)���\\\'''uuu���mmm���~~~���©©©���§§§(8.1-25)§§§���

T′′ = 0, λ = 0; T′′ +
n2π2a2

l2 T = 0, λ > 0.

ÙÙÙ)))���

T0(t) = A0 + B0 t, (8.1-28)

Tn(t) = An cos
nπa

l
t + Bn sin

nπa
l

t, n = 1, 2, · · · . (8.1-29)

ªªª¥¥¥ A0, B0, An, Bnþþþ���???¿¿¿~~~êêê©©©

òòòªªª(8.1-27)!!!(8.1-28)ÚÚÚ(8.1-29)���\\\(8.1-20)§§§���������)))—���������
ÄÄÄ {

u0(x, t) = A0 + B0 t,
un(x, t) =

(
An cos nπa

l t + Bn sin nπa
l t

)
cos nπ

l x, (n = 1, 2, · · · ).
(8.1-30)

������)))´́́þþþããã������)))���UUU\\\§§§===

u(x, t) = A0 + B0 t +
∞∑

n=1

(
An cos

nπa
l

t + Bn sin
nπa

l
t
)

cos
nπ
l

x.(8.1-31)
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ÙÙÙ¥¥¥XXXêêêdddÐÐÐ©©©^̂̂���(8.1-19)(((½½½µµµ
A0 +

∞∑
n=1

An cos
nπ
l

x = ϕ(x),

B0 +

∞∑
n=1

nπa
l

Bn cos
nπ
l

x = ψ(x).
(0 ≤ x ≤ l)

ddd Fourier???êêêÐÐÐmmm§§§���
A0 =

1
l

∫ l

0
ϕ(ξ)dξ,

B0 =
1
l

∫ l

0
ψ(ξ)dξ;


An =

2
l

∫ l

0
ϕ(ξ) cos

nπ
l
ξdξ,

Bn =
2

nπa

∫ l

0
ψ(ξ) cos

nπ
l
ξdξ.

(8.1-32)

)))(8.1-31)¥¥¥��� A0 + B0 t£££���\\\������NNN£££ÄÄÄ§§§ÙÙÙ{{{ÜÜÜ©©©âââýýý���£££���\\\���
ppp���ÄÄÄ©©©lll(8.1-32)��� A0��� B0©©©OOO���uuu²²²þþþÐÐÐ©©©   £££ÚÚÚ²²²þþþ>>>©©©���

ÝÝÝ©©©ddduuuØØØÉÉÉ			ååå���^̂̂§§§\\\±±±ØØØCCC������ÝÝÝ B0£££ÄÄÄ©©©)))(8.1-31)���´́́FFF
ppp���{{{uuu???êêê©©©ùùù´́́333 x = 0ÚÚÚ x = l???���111���aaaàààggg>>>...^̂̂
���(8.1-18)ûûû½½½���©©©
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eee������~~~fff´́́���ààà���111���aaaàààggg>>>...^̂̂���§§§,,,���ààà���111���aaaàààggg

>>>...^̂̂���§§§===···ÜÜÜ>>>...^̂̂������~~~fff©©©

:~~~­­­ïïïÄÄÄ[[[\\\���999¯̄̄KKK©©©ÐÐÐ©©©������\\\������ààà§§§ÝÝÝ���"""ÝÝÝ§§§,,,���ààà§§§

ÝÝÝ��� u0§§§\\\þþþ§§§ÝÝÝFFFÝÝÝþþþ!!!§§§"""ÝÝÝ������ààà���±±±§§§ÝÝÝØØØCCC§§§,,,���ààà���			

...ýýý999©©©ÁÁÁ¦¦¦[[[\\\þþþ§§§ÝÝÝ���CCCzzz©©©

)))µµµ\\\þþþ§§§ÝÝÝ u(x, t)÷÷÷vvveee������½½½���§§§ÚÚÚ½½½)))^̂̂���

ut − a2uxx = 0, a2 = k/cρ, (8.1-33){
u|x=0 = 0,
ux|x=l = 0,

(8.1-34)

u|t=0 = u0x/l, 0 < x < l. (8.1-35)

���©©©lllCCCêêê///ªªª���ÁÁÁ&&&)))���

u(x, t) = X(x)T(t), (8.1-36)

���\\\���½½½���§§§(8.1-33)ÚÚÚ>>>...^̂̂���(8.1-34)§§§���'''uuu X(x)���~~~���©©©���§§§
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ÚÚÚ^̂̂���999'''uuu T(t)���~~~���©©©���§§§µµµ

X′′ + λX = 0, (8.1-37)

X(0) = X′(l) = 0, (8.1-38)

T′ + λa2T = 0. (8.1-39)

���§§§ªªª(8.1-37)ÚÚÚ^̂̂���(8.1-38)���¤¤¤'''uuu X(x)������������¯̄̄KKK©©©NNN´́́
���yyy§§§��� λ = 0½½½ λ < 0���§§§���UUU������ÃÃÃ¿¿¿���))) X(x) ≡ 0§§§��� λ > 0
´́́§§§���§§§(8.1-37)���)))���

X(x) = C1 cos
√
λx + C2 sin

√
λx.

���\\\^̂̂���(8.1-38)§§§(((½½½XXXêêê C1ÚÚÚ C2§§§==={
C1 = 0,
C2
√
λ cos

√
λl = 0.

===333XXXeee���¹¹¹eeeâââUUU������kkk¿¿¿ÂÂÂ������""")))µµµ

C1 = 0, C2 , 0,
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cos
√
λl = 0,

¤¤¤±±±���������ÚÚÚ������¼¼¼êêê

λ =
(k + 1

2)2π2

l2 =
(2k + 1)2π2

4l2 , k = 0, 1, 2, · · · . (8.1-40)

X(x) = C2 sin
(2k + 1)π

2l
x, k = 0, 1, 2, · · · . (8.1-41)

òòò������������XXX'''uuu T(t)������§§§(8.1-39)§§§kkk

T′ + a2(k + 1
2)2π2

l2 T = 0.

ÙÙÙ)))���

T(t) = Ce−
(k+1

2)2π2a2 t
l2 . (8.1-42)

���~~~���������¼¼¼êêê(8.1-41)=== sin (2k+1)π
2l xQQQØØØÓÓÓuuu111���aaaàààggg>>>...^̂̂

������ sin nπ
l x§§§qqqØØØÓÓÓuuu111���aaaàààggg>>>...^̂̂������ cos nπ

l x©©©

ÙÙÙ¢¢¢>>>...^̂̂��� ux|x=l = 0LLL²²²§§§���±±±rrr���999\\\lll«««mmm (0, l)óóóòòòÿÿÿ
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��� (0, 2l)þþþ©©©óóóòòòÿÿÿ������>>>...^̂̂���´́́ u|x=0 = 0, ux|x=l = 0, u|x=2l = 0©©©
111���ÚÚÚnnn���^̂̂���ûûû½½½


������¼¼¼êêê´́́ sin nπ

2l x, n = 1, 2, · · ·§§§111������^̂̂���
������


 n���UUU���ÛÛÛêêê���§§§ÏÏÏ���(

sin
nπ
2l

x
)′ ∣∣∣

x=l
=

nπ
2l

cos
nπ
2l
= 0,

XXXJJJ n���óóóêêê§§§KKKþþþªªªØØØ���UUU���"""©©©ÏÏÏddd������¼¼¼êêê���(8.1-41)���///ªªª©©©

ùùù���§§§ùùù������555ddd¯̄̄KKK���������)))AAA���

u(x, t) =
∞∑

k=0

Cke

(
k+1

2
)2
π2a2 t

l2 sin
(

k + 1
2

)
πx

l
. (8.1-43)

dddÐÐÐ©©©^̂̂���(8.1-35)===���(((½½½ªªª¥¥¥���???¿¿¿~~~êêê Ck©©©

Ck = (−1)k 2u0(
k + 1

2

)2
π2
. (8.1-44)
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¤¤¤±±±

u(x, t) =
2u0

π2

∞∑
k=0

(−1)k 1(
k + 1

2

)2e−
(

k+1
2
)2
π2a2 t

l2 sin
(

k + 1
2

)
πx

l
. (8.1-45)

K???ØØØ

wddd¯̄̄KKK���>>>...^̂̂���´́́111���ÚÚÚ111���aaa���···ÜÜÜ§§§���¤¤¤±±±EEE,,,ÐÐÐmmm���

Fourier���uuu???êêê§§§´́́ÏÏÏ������rrr���999¯̄̄KKKóóóòòòÿÿÿ��� (0, 2l)«««mmm§§§ddd���>>>
...^̂̂������ u|x=0 = 0, ux|x=l = 0, u|x=2l = 0§§§ùùù���´́́111���aaa>>>...^̂̂���§§§���
AAA��� Fourier���uuu???êêêÐÐÐmmm©©©ux|x=l = 0ûûû½½½


 k���UUU���ÛÛÛêêê©©©

w��� t < 0���§§§???êêê)))´́́uuuÑÑÑ���§§§ÃÃÃ¿¿¿ÂÂÂ©©©ùùù´́́ÏÏÏ���···������±±±ddd,,,���
������ u(x, t)©©©ÙÙÙííí���???¿¿¿ddd������±±±���???¿¿¿���������§§§ÝÝÝ©©©ÙÙÙ§§§���ØØØUUU���
���©©©

w��� t > 0���§§§???êêêÂÂÂñññééé¯̄̄©©©��� t > 0.18l2/a2 (k = 1)���§§§===���333
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k = 0������§§§ÙÙÙØØØ���ØØØ���LLL 1%©©©

u(x, t) =
8u0

π2 e−
π2a2
4l2

t sin
π

2l
x.

: ~~~®®®ÑÑÑ999¡¡¡���îîî���¡¡¡���ÝÝÝ///(ããã8)))2)©©©§§§������>>>
y = b ???uuu���ppp§§§ÝÝÝ U§§§ÙÙÙ¦¦¦nnn>>> y = 0, x = 0 ÚÚÚ
x = aKKK???uuueee%%%000���¥¥¥ÏÏÏ


���±±±���$$$���§§§ÝÝÝ u0"""¦¦¦

)))ùùùîîî���¡¡¡þþþ���­­­½½½§§§ÝÝÝ©©©ÙÙÙ u(x, y)§§§===½½½)))¯̄̄KKK

uxx + uyy = 0, (8.1-46)

u|x=0 = u|x=a = u0, 0 < y < b, (8.1-47)

u|y=0 = u0, u|y=b = U, 0 < x < a. (8.1-48)

)))µµµùùù´́́���. ���. Laplace���. §§§. ���. 111. ���. aaa. >>>. .... ���. ¯̄̄. KKK. ©©©ddduuuØØØ¹¹¹ÐÐÐ©©©^̂̂
���§§§Laplace���§§§���>>>...^̂̂���ØØØ���UUU���´́́àààggg���§§§ÏÏÏ���ùùù«««^̂̂���eee���
)))���UUU´́́"""©©©���´́́§§§¦¦¦���UUUrrr���


>>>...^̂̂���zzz���àààggg§§§...¿¿¿¬¬¬���555���
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���BBB©©©~~~^̂̂������{{{´́́rrr u(x, y)©©©)))��� v(x, y)ÚÚÚ w(x, y)������555UUU\\\§§§

u(x, y) = v(x, y) + w(x, y)

���XXX½½½)))¯̄̄KKK¿¿¿ÀÀÀ������kkk���|||àààggg���>>>...^̂̂���§§§���

vxx + vyy = 0, wxx + wyy = 0,

v|x=0 = v|x=a = u0, w|x=0 = w|x=a = 0,

v|y=0 = v|y=b = 0; w|y=0 = u0, w|y=b = u0.

éééNNN´́́���yyy§§§rrr vÚÚÚ w������½½½���§§§UUU\\\ååå555(((´́́ u������½½½���§§§§§§rrr v
ÚÚÚ w���>>>...^̂̂���UUU\\\ååå555(((´́́ u���>>>...^̂̂���©©©uuu´́́§§§¯̄̄KKK===zzz���¦¦¦)))
vÚÚÚ w§§§


 vÚÚÚ w���kkküüü���àààggg>>>...^̂̂���§§§vvv±±±���¤¤¤���������¯̄̄KKK§§§ØØØ
JJJ©©©OOO)))ÑÑÑ©©©ÙÙÙ¢¢¢§§§���~~~���kkk������AAAÏÏÏ���{{{BBB���{{{§§§ÒÒÒ´́́---

u(x, y) = u0 + v(x, y), (8.1-49)

ùùù���ØØØLLL´́́rrr§§§III£££ÄÄÄ���eee§§§rrr���555��� u0������###§§§III v(x, y)���"""
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:::©©©±±±(8.1-49)���\\\(8.1-46)—(8.1-48)§§§���

vxx + vyy = 0, (8.1-50)

v|x=0 = 0, v|x=a = 0, (8.1-51)

v|y=0 = 0, v|y=b = U − u0. (8.1-52)

±±±©©©lllCCCêêê///ªªª���ÁÁÁ&&&)))

v(x, y) = X(x)Y(y)

���\\\���½½½���§§§(8.1-50)ÚÚÚàààggg>>>...^̂̂���(8.1-51)§§§������ XÚÚÚ Y���~~~���©©©
���§§§±±±999 X���>>>...^̂̂���µµµ{

X′′ + λX = 0,
X(0) = X(a) = 0;

(8.1-53)

Y′′ − λY = 0. (8.1-54)

(8.1-53)���. ¤¤¤. ���. ���. ���. ¯̄̄. KKK. ©©©ØØØJJJ)))������������£££���111���aaaàààggg>>>...^̂̂���eee
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���gggddd���ÄÄÄ���ÓÓÓ¤¤¤

λ =
n2π2

a2 , n = 1, 2, · · · , (8.1-55)

ÚÚÚ������¼¼¼êêê

X(x) = C sin
nπx

a
, n = 1, 2, · · · . (8.1-56)

òòò���������(8.1-55)���\\\'''uuu Y������§§§(8.1-54)§§§)))���

Y(y) = Ae
nπ
a y + Be−

nπ
a y.

ùùù���§§§©©©lllCCCêêê///ªªª���)))—������)))���

vn(x, y) =
(

Ane
nπ
a y + Bne−

nπ
a y

)
sin

nπ
a

x.

������))) v(x, y)AAA´́́ùùù


������)))���UUU\\\§§§

v(x, y) =
∞∑

n=1

(
Ane

nπ
a y + Bne−

nπ
a y

)
sin

nπ
a

x. (8.1-57)
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���(((½½½XXXêêê AnÚÚÚ Bn§§§±±±(8.1-57)���\\\���àààggg>>>...^̂̂���(8.1-52)§§§
∞∑

n=1

(An + Bn) sin
nπ
a

x = 0,

∞∑
n=1

(
Ane

nπb
a + Bne−

nπb
a

)
sin

nπ
a

x = U − u0.

rrrmmm>>>ÐÐÐmmm��� Fourier���uuu???êêê©©©,,,���'''���üüü>>>XXXêêê§§§===���
An + Bn = 0,

Ane
nπb

a + Bne−
nπb

a =

0, n = óóóêêê,
a

nπ
(U − u0), n = ÛÛÛêêê.

dddddd)))ÑÑÑ

An = −Bn =


0, n = óóóêêê,

a(U − u0)

nπ
(

e nπb
a − e− nπb

a

), n = ÛÛÛêêê.
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uuu´́́§§§���������YYY

u(x, y) = u0 +
a(U − u0)

π

∞∑
n=0

1
(2n + 1)

×
sh (2n+1)πy

a

sh (2k+1)πb
a

sin
(2n + 1)πx

a
.

eee������~~~KKK´́́²²²¡¡¡444���IIIXXX���©©©lllCCCêêê{{{©©©

:~~~¯̄̄���>>>������������///���mmm���···>>>|||CCCqqq´́́!!!rrr

···>>>|||§§§ÙÙÙ>>>|||rrrÝÝÝ ~E0 ´́́ççç������©©©YYY²²²eee������

ÑÑÑ>>>���???333ùùù���···>>>|||���¥¥¥(ããã8)))3a)©©©ÑÑÑ>>>���´́́
���NNN���ÉÉÉ©©©ÎÎÎ¡¡¡ddduuu···>>>aaaAAAÑÑÑyyyaaaAAA>>>ÖÖÖ§§§���

ÎÎÎ���CCC���···>>>|||���ÒÒÒØØØ222´́́!!!rrr���


©©©ØØØLLL§§§lll

���ÎÎÎ“ÃÃÃ������”???���···>>>|||EEE���±±±���!!!rrr���©©©yyy333
ïïïÄÄÄ���NNN���ÎÎÎNNN���UUUCCC!!!rrr···>>>|||©©©

ÄÄÄkkkIII���rrrùùù���ÔÔÔnnn¯̄̄KKKLLL���½½½)))¯̄̄KKK©©©������ÎÎÎ���¶¶¶��� z¶¶¶©©©XXX
JJJ���ÎÎÎ“ÃÃÃ������”§§§@@@ooo§§§ùùù���···>>>|||���>>>|||rrrÝÝÝ!!!>>>³³³www,,,��� zÃÃÃ
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'''§§§···������III333%%%²²²¡¡¡þþþ\\\±±±ïïïÄÄÄÒÒÒ





©©©ããã8)))3axxx������´́́ xy²²²¡¡¡
þþþ���···>>>|||§§§���ÎÎÎ¡¡¡333 xy²²²¡¡¡���¿¿¿���´́́��� x2 + y2 = a2§§§ÙÙÙ¥¥¥ a ´́́���
ÎÎÎ������»»»©©©

ÎÎÎ			������mmm¥¥¥vvvkkk>>>ÖÖÖ§§§¤¤¤±±±>>>³³³“÷÷÷vvv��������� Laplace���§§§©©©���
NNN¥¥¥���>>>ÖÖÖQQQ,,,ØØØ222£££ÄÄÄ§§§ùùù`̀̀²²²���NNN¥¥¥���???>>>³³³���ÓÓÓ©©©qqqÏÏÏ���>>>. ³³³.
���. äää. kkk. ���. ééé. ���. ¿¿¿. ÂÂÂ. §§§���������±±±rrr���NNN���>>>³³³������"""§§§lll





���ÑÑÑ½½½)))
¯̄̄KKK

uxx + uyy = 0, 333���ÎÎÎ			,

u|x2+y2=a2 = 0.

UUUììì©©©lllCCC���{{{§§§±±± u(x, y) = X(x)Y(y)���\\\ Laplace���§§§���,,,ØØØ
JJJrrr§§§©©©)))���üüü���~~~���©©©���§§§§§§������\\\þþþããã>>>...^̂̂���%%%���UUU������

X(x)Y(
√

a2 − x2) = 0.

ØØØUUU©©©)))��� X(x)½½½ Y(y)���>>>...^̂̂���©©©¯̄̄¢¢¢þþþ§§§QQQ,,,>>>...´́́			§§§������
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���IIIXXXwww,,,´́́ØØØ···������§§§777LLLæææ^̂̂²²²¡¡¡444���IIIXXX©©©

333444���IIIXXXeee§§§½½½)))¯̄̄KKKUUU������
∂2u
∂ρ2 +

1
ρ

∂u
∂ρ
+

1
ρ2
∂2u
∂ϕ2 = 0, ρ > a, (8.1-58)

u|ρ=a = 0. (8.1-59)

333“ÃÃÃ������”???���···>>>|||EEE,,,���±±±���!!!rrr��� ~E0©©©ddduuuÀÀÀ���


 x¶¶¶²²²111
uuu ~E0§§§¤¤¤±±±333ÃÃÃ������???§§§ Ey = 0, Ex = E0§§§=== −∂u/∂x = E0§§§½½½===

u = −E0x = −E0ρ cosϕ©©©ÏÏÏ


���kkk���������àààggg���>>>...^̂̂���

u|ρ→∞ ∼ −E0ρ cosϕ. (8.1-60)

¤¤¤±±±���������½½½)))¯̄̄KKKddd(8.1-58)—(8.1-60)���¤¤¤©©©

±±±©©©lllCCCêêê///ªªª���ÁÁÁ&&&)))

u(ρ,ϕ) = R(ρ)Φ(ϕ)
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���\\\ Laplace���§§§(8.1-58)§§§���
1
R
ρ

d
dρ

(
ρ

dR
dρ

)
= −

1
Φ
Φ′′.

þþþªªª���>>>´́́ ρ���¼¼¼êêê§§§��� ϕÃÃÃ'''¶¶¶mmm>>>´́́ ϕ���¼¼¼êêê§§§��� ρÃÃÃ'''©©©üüü>>>

ØØØ���UUU������§§§ØØØ���üüü>>>¢¢¢SSSþþþ´́́ÓÓÓ������~~~êêê©©©rrrùùù~~~êêêPPP��� λ§§§

−
1
Φ
Φ′′ =

1
R
ρ

d
dρ

(
ρ

dR
dρ

)
= λ.

ùùùÒÒÒ©©©)))���üüü���~~~���©©©���§§§

Φ′′ + λΦ = 0, (8.1-61)

ρ2R′′ + ρR′ − λR = 0. (8.1-62)

~~~���©©©���§§§(8.1-61)ÛÛÛ¹¹¹XXX������NNN\\\^̂̂���©©©¯̄̄¢¢¢þþþ§§§������(((½½½///:::
���444������±±±\\\~~~ 2π���������êêê§§§


>>>³³³ u333(((½½½���///:::AAAäää(((½½½êêê
���§§§¤¤¤±±± u(ρ,ϕ + 2π) = u(ρ,ϕ)§§§=== R(ρ)Φ(ϕ + 2π) = R(ρ)Φ(ϕ)§§§===

Φ(ϕ + 2π) = Φ(ϕ), ggg,,,±±±ÏÏÏ^̂̂��� (8.1-63)
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~~~���©©©���§§§(8.1-61)���^̂̂���(8.1-63)���¤¤¤���������¯̄̄KKK©©©ØØØJJJ¦¦¦������
§§§(8.1-61)���)))���

Φ(ϕ) =


A cos

√
λϕ + B sin

√
λϕ, λ > 0,

A + Bϕ, λ = 0,
Ae
√
λϕ + Be−

√
λϕ, λ < 0.

(8.1-64)

===��� λ ≥ 0���§§§UUU���kkk¿¿¿ÂÂÂ���)))©©©lll


§§§¦¦¦������������ÚÚÚ������¼¼¼êêê

λ = m2, m = 0, 1, 2, · · · , (8.1-65)

Φ(ϕ) =

{
A cos mϕ + B sin mϕ, m , 0,
A, m = 0

(8.1-66)

±±±���������(8.1-65)���\\\'''uuu R���~~~���©©©���§§§(8.1-62)§§§

ρ2R′′ + ρR′ − m2R = 0. (8.1-67)

ùùù´́́ Euler...~~~���©©©���§§§§§§��������� ρ = et§§§=== t = ln ρ���§§§zzz���
d2R
dt2 − m2R = 0.
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ÙÙÙ)))���

R(t) =

{
Cemt + De−mt = Cρm + Dρ−m, m , 0,
C + Dt = C + D ln ρ, m = 0.

ùùù���§§§©©©lllCCCêêê///ªªª���)))—������)))´́́

u0(ρ,ϕ) = C0 + D0 ln ρ,

um(ρ,ϕ) = ρm (Am cos mϕ + Bm sin mϕ) + ρ−m (Cm cos mϕ + Dm sin mϕ) .

Laplace���§§§´́́���555���§§§§§§���������)))AAA´́́¤¤¤kkk������)))���UUU\\\§§§===

u(ρ,ϕ) = C0 + D0 ln ρ +
∞∑

m=1

ρm (Am cos mϕ + Bm sin mϕ)

+

∞∑
m=1

ρ−m (Cm cos mϕ + Dm sin mϕ) (8.1-68)

���(((½½½(8.1-68)¥¥¥���XXXêêê§§§rrr(8.1-68)���\\\>>>...^̂̂���©©©kkk���\\\àààggg
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>>>...^̂̂���(8.1-59)§§§

C0 + D0 ln a +
∞∑

m=1

am (Am cos mϕ + Bm sin mϕ)

+

∞∑
m=1

a−m (Cm cos mϕ + Dm sin mϕ)

������ Fourier???êêê���uuu"""§§§¿¿¿���XXX¤¤¤kkk FourierXXXêêê���"""§§§===

C0 + D0 ln a = 0, amAm + a−mCm = 0, amBm + a−mDm = 0.

dddddd���

C0 = −D0 ln a, Cm = −Ama2m, Dm = −Bma2m. (8.1-69)

222ïïïÄÄÄ���àààggg���>>>...^̂̂���(8.1-60)§§§ùùùpppXXX­­­ïïïÄÄÄ u���ÌÌÌ���ÜÜÜ©©©©©©
éééuuuééé������ ρ§§§(8.1-68)¥¥¥��� C0 + D0 ln ρÚÚÚ ρ−m������������uuu ρm���


���
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ÑÑÑ���©©©ÏÏÏddd§§§±±±(8.1-68)���\\\(8.1-60)���(((JJJ´́́
∞∑

m=1

ρm (Am cos mϕ + Bm sin mϕ) ∼ −E0ρ cosϕ. (8.1-70)

QQQ,,,ÌÌÌ���ÜÜÜ©©©´́́ ρ1���§§§������333(8.1-70)¥¥¥ØØØAAAÑÑÑyyy ρm(m > 1)������(ÄÄÄ
KKK ρm���ÒÒÒ¤¤¤


ÌÌÌ���ÜÜÜ©©©)©©©ùùù´́́`̀̀§§§

Am = 0, Bm = 0. m > 1

ÒÒÒ ρ1���


ØØØ©©©lll(8.1-70)���

A1 = −E0, B1 = 0.

lll


§§§C1 = −A1a2 = E0a2, Cm = 0, (m > 1), Dm = 0, (m ≥ 1)©©©

���������ÎÎÎ			���···>>>³³³���

u(ρ,ϕ) = D0 ln
ρ

a
− E0ρ cosϕ + E0

a2

ρ
cosϕ. (8.1-71)

{{{üüü!!!!!!¤¤¤���)))���(8.1-71)���ÔÔÔnnn¹¹¹ÂÂÂ©©©���¥¥¥������§§§=== −E0ρ cosϕ
���´́́���555���!!!rrr···>>>|||¥¥¥���>>>³³³©©©ÙÙÙ©©©������������§§§=== E0

a2

ρ cosϕéééuuu
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������ ρ���±±±���ÑÑÑ§§§¤¤¤±±±§§§���LLL333���ÎÎÎ���CCCééé!!!rrr>>>|||���???���§§§ùùùggg,,,

´́́ÎÎÎ¡¡¡aaaAAA>>>ÖÖÖ���KKK���©©©ddd			§§§���kkk D0 ln ρ
a ���§§§§§§���XXXêêê D0qqq´́́???

¿¿¿~~~êêê§§§ùùùLLL²²²)))���(8.1-71)���¹¹¹XXX,,,���ØØØ(((½½½���ÏÏÏ���©©©lllÔÔÔnnnþþþuuu
���§§§ùùù���ØØØ(((½½½ÏÏÏ���ÒÒÒ333uuu¯̄̄KKKJJJÑÑÑ���������vvvkkk`̀̀²²²���NNNÎÎÎ���555¤¤¤���

���>>>þþþ§§§������ D0 ln ρ
a ���´́́���ÎÎÎ���555¤¤¤���>>>þþþ���KKK���(lll···>>>ÆÆÆ���

���§§§D0 ln ρ
a ���´́́þþþ!!!���>>>���ÎÎÎNNN±±±������···>>>|||¥¥¥���>>>³³³)©©©

K???ØØØ������ÎÎÎNNN���555¿¿¿ØØØ���>>>§§§lll


 D0 = 0§§§(8.1-70)ùùù������¹¹¹üüü���

u(ρ,ϕ) = −E0ρ cosϕ + E0
a2

ρ
cosϕ. (8.1-72)

333ããã8)))3a��� A:::ÚÚÚ B:::���>>>|||rrrÝÝÝ´́́

E = −
∂u
∂ρ

∣∣∣ ρ=a
ϕ=0,π

=

(
E0 cosϕ + E0

a2

ρ
cosϕ

) ∣∣∣ ρ=a
ϕ=0,π

= ±2E0,

´́́���555���!!!rrr>>>|||���üüü������¤¤¤±±±333ùùùüüü???AAAOOONNN´́́ÂÂÂBBB©©©


���ØØØ+++���

ÎÎÎ������»»»õõõooo���§§§ùùù���(((ØØØooo´́́ééé������
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333ããã8)))3a��� yÄÄÄþþþ���>>>³³³´́́

u
∣∣∣
ϕ=±π/2

=

(
−E0ρ cosϕ + E0

a2

ρ
cosϕ

) ∣∣∣
ϕ=±π/2

= 0,

������NNN���ÎÎÎ���>>>³³³���ÓÓÓ©©©ããã8)))3a��� y¶¶¶¢¢¢SSSþþþ���LLLnnn������mmmppp��� yz
²²²¡¡¡§§§ÏÏÏddd yz²²²¡¡¡���>>>³³³������NNN���ÎÎÎ���>>>³³³���ÓÓÓ©©©QQQ,,,���NNN���ÎÎÎ���
yz²²²¡¡¡>>>³³³���ÓÓÓ§§§XXXJJJ444���NNN���ÎÎÎ���üüüýýý÷÷÷ yz²²²¡¡¡���ÑÑÑüüü
ÊÊÊ(ããã8)))3b)§§§···>>>|||¿¿¿ØØØUUUCCC§§§>>>³³³©©©ÙÙÙEEE,,,´́́(8.1-72)©©©
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���´́́���www���ÊÊÊ���ÎÎÎNNN���eee���(ããã8)))3b���eee���ÌÌÌ§§§½½½===ããã8)))3C§§§
@@@oooùùù���±±±`̀̀´́́²²²111���>>>NNNìììüüü444������mmm���···>>>|||§§§���´́́þþþ444������kkk

������ÎÎÎ///âââååå©©©XXXJJJ���lllâââååå���>>>|||rrrÝÝÝ´́́ E0§§§KKKâââååå���ppp???���>>>

|||rrrÝÝÝooo´́́ E0���üüü���©©©éééuuupppØØØ>>>NNNììì555`̀̀§§§ùùùNNN´́́������ÂÂÂBBB§§§ÏÏÏ

dddpppØØØ>>>NNNììì���444���777LLL���������~~~²²²www©©©

eee������~~~fff´́́¤¤¤¢¢¢“vvvkkkÐÐÐ©©©^̂̂������¯̄̄KKK”©©©

:~~~°°°������ l���nnn���DDD¶¶¶���§§§���ààà x = 0���uuu���666>>>


§§§ÙÙÙ>>>ÄÄÄ³³³���
v0 sinωt§§§,,,���ààà x = l ´́́mmm´́́©©©¦¦¦)))���þþþ���­­­ððð>>>������©©©

“­­­ððð>>>������”´́́���ooo¿¿¿gggººº���555§§§nnn���DDDÑÑÑ���´́́���«««nnn���zzz������
...§§§¢¢¢SSSþþþooo´́́���333���ÑÑÑ§§§¤¤¤±±±ÐÐÐ©©©^̂̂���¤¤¤ÚÚÚååå���gggddd������ooo´́́ÅÅÅììì

PPP~~~©©©²²²LLL���666>>>���NNNõõõ±±±ÏÏÏ������§§§gggddd������PPP~~~���¦¦¦©©©ùùù������>>>���

���������´́́���666>>>


ÚÚÚååå���©©©���666>>>


JJJøøø���UUUþþþ���ÐÐÐÖÖÖ���


���ÑÑÑ§§§¤¤¤

±±±ùùù«««���������±±±���±±±���½½½���ÌÌÌÝÝÝ


ÃÃÃPPP~~~§§§ùùùÒÒÒ´́́¤¤¤¢¢¢­­­ððð>>>������©©©
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:)))QQQ,,,ÐÐÐ©©©^̂̂���¤¤¤ÚÚÚååå���gggddd������®®®PPP~~~���¦¦¦§§§333ùùù«««¯̄̄KKK¥¥¥���,,,

ØØØ777���ÄÄÄÐÐÐ©©©^̂̂���©©©ÏÏÏddd§§§ùùùppp¦¦¦)))���´́́vvvkkkÐÐÐ©©©^̂̂������¯̄̄KKK©©©

vt t − a2vxx = 0, a2 = 1/LC, (8.1-73)

v|x=0 = v0eiωt, (8.1-74)

j |x=l = 0. (8.1-75)

���


OOO������{{{BBB§§§333>>>...^̂̂���(8.1-74)¥¥¥§§§v0 sinωt === Im(v0eiωt)UUU���
¤¤¤


 v0eiωt©©©ùùù������´́́���±±±���§§§ddduuu���§§§ÚÚÚ>>>...^̂̂���ÑÑÑ´́́���555���§§§···

������������������(((JJJ���JJJÜÜÜÒÒÒ111


©©©

­­­���������������ddd���666>>>


ÚÚÚååå§§§¤¤¤±±±±±±ÏÏÏ777������666>>>


���ÓÓÓ§§§���

LLL999ppp

v(x, t) = X(x)eiωt. (8.1-76)

±±±eeeÜÜÜ©©©���ÑÑÑ£££P.199—201¤¤¤©©©
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