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8.2.1 Fourier???êêê{{{
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aaaàààggg>>>...^̂̂������···ÜÜÜ©©©ÙÙÙ���������ÚÚÚ������¼¼¼êêê©©©OOO���µµµ

111���aaaµµµ λ =
n2π2

l2 , Xn(x) = Cn sin
nπ
l

x, n = 1, 2, · · · ,

111���aaaµµµ λ =
n2π2

l2 , Xn(x) = Cn cos
nπ
l

x, n = 0, 1, 2, · · · ,

···ÜÜÜaaaµµµ λ =
(2k + 1)2π2

(2l)2 , Xn(x) = Cn sin
(2k + 1)π

2l
x, k = 0, 1, 2, · · · .
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ÐÐÐmmm��� Fourier???êêê§§§===

u(x, t) =
∑

n

Tn(t)Xn(x). (8.2-1)

Fourier???êêê(8.2-1)���ÄÄÄ���¼¼¼êêêxxx Xn(x)���TTT½½½)))¯̄̄KKKàààggg���§§§333¤¤¤���
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 u(x, t)��� FourierXXXêêêØØØ´́́
~~~êêê§§§
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 Tn(t)©©©òòò���½½½)))(8.2-1)���\\\���
½½½���§§§§§§}}}ÁÁÁ©©©lllÑÑÑ Tn(t)���~~~���©©©���§§§§§§,,,���¦¦¦)))©©©

8.2.2 AAA^̂̂ÞÞÞ~~~
:~~~¬¬¬¦¦¦)))½½½)))¯̄̄KKK

ut t − a2uxx = A cos
πx
l

sinωt, (8.2-2)

ux|x=0 = ux|x=l = 0, (8.2-3)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), 0 < x < l. (8.2-4)

:)))µµµ???êêêÐÐÐmmm���ÄÄÄ���¼¼¼êêêAAA´́́���AAA���àààggg���½½½���§§§333111���aaaàààggg>>>
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l x©©©ùùù���§§§ÁÁÁrrr¤¤¤¦¦¦���)))ÐÐÐmmm��� Fourier{{{
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uuu???êêê

u(x, t) =
∞∑

n=0

Tn(t) cos
nπ
l

x.

���


¦¦¦))) Tn(t)§§§}}}ÁÁÁrrrùùù���???êêê���\\\���½½½���§§§(8.2-2)§§§
∞∑

n=0

[
T′′n +

n2π2a2

l2 Tn

]
cos

nπx
l
= A cos

πx
l

sinωt.

���>>>´́́ Fourier{{{uuu???êêê§§§ùùùJJJ«««···���rrrmmm>>>���ÐÐÐmmm��� Fourier{{{uuu???
êêê©©©ÙÙÙ¢¢¢§§§mmm>>>®®®²²²´́́FFFppp���{{{uuu???êêê§§§§§§���kkk������üüü���=== n = 1���
���©©©uuu´́́§§§'''���üüü>>>���XXXêêê§§§©©©lllÑÑÑ Tn(t)���~~~���©©©���§§§

T′′1 +
π2a2

l2 T1 = A sinωt, T′′n +
n2π2a2

l2 Tn = 0, n , 1.

qqqrrr u(x, t)��� Fourier{{{uuu???êêê���\\\ÐÐÐ©©©^̂̂���§§§���
∞∑

n=0

Tn(0) cos
nπ
l

x = ϕ(x) =
∞∑

n=0

ϕn cos
nπ
l

x, (8.2-5)
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∞∑

n=0

T′n(0) cos
nπ
l

x = ψ(x) =
∞∑

n=0

ψn cos
nπ
l

x. (8.2-6)

ÙÙÙ¥¥¥ ϕnÚÚÚ ψn��� Fourier{{{uuu???êêêÖÖÖ±±± cos(nπx/l)���ÄÄÄ���¼¼¼êêêxxxØØØ���
111 n��� FourierXXXêêê©©©���ªªª(8.2-5)!!!(8.2-6)üüü>>>ÑÑÑ´́́ Fourier{{{uuu???
êêê©©©ddduuuÄÄÄ���¼¼¼êêêxxx cos(nπx/l)���������555§§§���ªªªüüü>>>éééAAAÓÓÓ���ÄÄÄ���¼¼¼
êêê��� FourierXXXêêê777,,,������§§§uuu´́́��� Tn(t)������"""���ÐÐÐ©©©^̂̂���

T0(0) = ϕ0 =
1
l

∫ l

0
ϕ(ξ)dξ,

T′0(0) = ψ0 =
1
l

∫ l

0
ψ(ξ)dξ;

Tn(0) = ϕ0 =
2
l

∫ l

0
ϕ(ξ) cos

nπξ
l

dξ,

T′0(0) = ψn =
2
l

∫ l

0
ψ(ξ) cos

nπξ
l

dξ.
n , 0.

(8.2-7)
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Tn(t)���~~~���©©©���§§§333ÐÐÐ©©©^̂̂���(8.2-7)eee���)))´́́

T0(t) = ϕ0 + ψ0 t, (8.2-8)

T1(t) =
Al
πa
·

1
ω2 − π2a2/l2

(
ω sin

πat
l
−
πa
l

sinωt
)

+ϕ1 cos
πat

l
+

l
πa
ψ1 sin

πat
l
, (8.2-9)

Tn(t) = ϕn cos
nπat

l
+

l
nπa

ψn sin
nπat

l
, n , 0, 1. (8.2-10)

(8.2-9)���111���������


 T1(t)������àààggg~~~���©©©���§§§���AAA)))§§§÷÷÷vvv"""���>>>©©©
^̂̂���©©©(8.2-9)������üüü������ÚÚÚ999(8.2-10)©©©OOO��� T1(t)ÚÚÚ Tn(t) (n , 0, 1)���
àààggg~~~���©©©���§§§���)))§§§÷÷÷vvv���"""���ÐÐÐ©©©^̂̂���(8.2-7)©©©

ùùù���§§§¤¤¤¦¦¦���)))´́́

u(x, t) =
Al
πa
·

1
ω2 − π2a2/l2

(
ω sin

nπt
l
−
πa
l

sinωt
)

cos
πx
l
+ ϕ0 +
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ψ0 t +
∞∑

n=1

(
ϕn cos

nπat
l
+

l
nπa

ψn sin
nπat

l

)
cos

nπx
l
.(8.2-11)

}}}ÁÁÁ¤¤¤õõõ
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x§§§ùùù´́́NNN������������QQQººº���555§§§ùùù���???êêêÐÐÐmmm���ÄÄÄ���¼¼¼êêê cos(nπx/l)
���´́́���AAAàààggg���§§§!!!àààggg>>>...^̂̂���eee^̂̂©©©lllCCCêêê{{{¦¦¦������������¼¼¼êêê§§§

ùùùâââ���±±±©©©lllÑÑÑ Tn(t)���~~~���©©©���§§§©©©

àààggg���ÄÄÄ���§§§ÚÚÚàààgggÑÑÑ$$$���§§§¯̄̄KKK���,,,������±±±^̂̂ Fourier???êêê
{{{((((ÜÜÜ©©©lllCCCêêê{{{)¦¦¦)))§§§ùùù������������ Tn(t)���~~~���©©©���§§§���àààggg���
§§§§§§¦¦¦)))���NNN´́́©©©���^̂̂ùùù���������{{{­­­###¦¦¦)))þþþ!!!���½½½)))¯̄̄

KKK(8.1-1)——(8.1-3)±±±999~~~ 1ÚÚÚ~~~ 2§§§ùùùpppÒÒÒØØØ777ããã
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^̂̂. ©©©. lll. CCC. êêê. {{{. §§§KKK. ���. UUU. ^̂̂. uuu. ààà. ggg. ���. §§§. ½½½. ))). ¯̄̄. KKK. ©©©

8.2.3 ÀÀÀþþþ½½½nnn{{{ ∗

1. ½½½nnn

½½½)))¯̄̄KKK£££���àààgggÑÑÑ$$$ÚÚÚ���ÄÄÄ���§§§!!!àààggg>>>...^̂̂���ÚÚÚ"""ÐÐÐ©©©^̂̂

���¤¤¤µµµ

ut t − a2uxx = f (x, t), ut − a2uxx = f (x, t),

u|x=0 = u|x=l = 0, u|x=0 = u|x=l = 0,

u|t=0 = ut|t=0 = 0, ut|t=0 = 0.

���)))´́́÷÷÷vvvXXXeeeàààggg���½½½���§§§!!!àààggg>>>...^̂̂������½½½)))¯̄̄KKK

vt t − a2vxx = 0, vt − a2vxx = 0,

v|x=0 = v|x=l = 0, v|x=0 = v|x=l = 0,

v|t=τ = 0, vt|t=τ = f (x, τ), vt|t=τ = f (x, τ).
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���))) v(x, t)���UUU\\\£££ÈÈÈ©©©¤¤¤µµµ

u(x, t) =
∫ τ

0
v(x, t; τ)dτ.

v(x, t)¤¤¤÷÷÷vvv���½½½)))¯̄̄KKK���^̂̂ccc¡¡¡���©©©lllCCCêêê{{{½½½ Fourier???êêê{{{¦¦¦
)))©©©���´́́���555¿¿¿§§§ccc¡¡¡üüü«««���{{{¥¥¥ÐÐÐ©©©���������"""������§§§ùùùpppÐÐÐ©©©������

��� τ������§§§ÏÏÏdddccc������{{{)))¥¥¥��� t (LLL«««åååÐÐÐ©©©������ 0������������mmmmmm
���)§§§333ùùùpppAAA���¤¤¤ t − τ©©©

:~~~­­­òòò~~~¬¬¬¥¥¥���ÐÐÐ©©©^̂̂���UUU���"""���§§§^̂̂ÀÀÀþþþ½½½nnn{{{¦¦¦)))§§§===

ut t − a2uxx = A cos
πx
l

sinωt,

ux|x=0 = ux|x=l = 0,

u|t=0 = ut|t=0 = 0, 0 < x < l.

:)))µµµAAA^̂̂ÀÀÀþþþ½½½nnn{{{§§§kkk¦¦¦)))½½½)))¯̄̄KKK

vt t − a2vxx = 0,
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vx|x=0 = vx|x=l = 0,

v|t=τ+0 = 0, vt|t=τ+0 = A cos
πx
l

sinωτ, 0 < x < l.

ëëëììì>>>...^̂̂���§§§ÁÁÁrrr)))"""ÐÐÐmmm��� Fourier{{{uuu???êêê
...
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