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§9.2 ~~~:::������þþþ���???êêê))){{{
^̂̂¥¥¥���IIIXXXÚÚÚÎÎÎ���IIIXXXééé Laplace���§§§!!!ÅÅÅÄÄÄ���§§§!!!ÑÑÑ$$$���§§§???

111©©©lllCCCêêê§§§ÒÒÒÑÑÑyyyëëë��� Legendre���§§§!!! Legendre���§§§!!!Bessel���
§§§!!!¥¥¥ Bessel���§§§������ÏÏÏ¼¼¼êêê���§§§©©©^̂̂ÙÙÙ¦¦¦���IIIXXXéééÙÙÙ¦¦¦êêêÆÆÆÔÔÔnnn   
���©©©���§§§???111©©©lllCCCêêê§§§���¬¬¬ÑÑÑyyy���«««���������AAAÏÏÏ¼¼¼êêê���§§§©©©§§§������

õõõ´́́���555������~~~���©©©���§§§©©©ùùù���···���JJJÑÑÑ¦¦¦)))���ÐÐÐ©©©^̂̂���������555������

~~~���©©©���§§§

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0,
y(x0) = C0, y′(x0) = C1

(9.2-1)

���???ÖÖÖ§§§ÙÙÙ¥¥¥ x0���???¿¿¿���½½½:::§§§C0,C1���~~~êêê©©©

ùùù


���555������~~~���©©©���§§§~~~~~~ØØØUUU^̂̂ÏÏÏ~~~������{{{)))ÑÑÑ§§§������^̂̂???

êêê))){{{)))ÑÑÑ©©©¤¤¤¢¢¢???êêê))){{{§§§ÒÒÒ´́́333,,,���???ÀÀÀ::: x0���������þþþ§§§rrr���

¦¦¦���)))LLL���XXXêêê���½½½���???êêê§§§���\\\���§§§±±±ÅÅÅ���(((½½½XXXêêê©©©
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???êêê))){{{´́́������'''���ÊÊÊHHH������{{{§§§···^̂̂���������222§§§���///ÏÏÏuuu)))ÛÛÛ

¼¼¼êêê���nnnØØØ???111???ØØØ©©©ùùùppp===000���kkk'''���(((ØØØ§§§ØØØ���yyy²²²©©©ÖÖÖöööXXXIII

���


)))kkk'''yyy²²²§§§���±±±ëëëwww~~~XXXddd������ìììÅÅÅÍÍÍ555ppp������ÆÆÆ���§§§666111nnn

òòò111nnn©©©þþþ���ÖÖÖ©©©

¦¦¦������)))QQQ,,,´́́???êêê§§§ÒÒÒkkk´́́ÄÄÄÂÂÂñññ±±±999ÂÂÂñññ���������¯̄̄KKK©©©???êêê

))){{{���OOO���������������§§§���¦¦¦FFF%%%ÚÚÚ[[[%%%©©©

ØØØ���������555§§§···���???ØØØEEECCC¼¼¼êêê w(z)������555������~~~���©©©���§§§
d2w
dx2 + p(z)

dw
dx
+ q(z)w = 0,

w(z0) = C0, w′(z0) = C1.
(9.2-2)

ÙÙÙ¥¥¥ z���EEECCCêêê§§§z0���ÀÀÀ½½½���:::§§§C0,C1���EEE~~~êêê©©©

9.2.1 ���§§§���~~~:::ÚÚÚÛÛÛ:::
XXXJJJ���§§§(9.2-2)���XXXêêê¼¼¼êêê¼¼¼êêê p(z)ÚÚÚ q(z)333ÀÀÀ½½½���::: z0���������
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¥¥¥´́́))). ÛÛÛ. ���. §§§KKK::: z0���������§§§(9.2-2)���~~~. :::. ©©©XXXJJJÀÀÀ½½½���::: z0 ´́́ p(z)
ÚÚÚ q(z)���ÛÛÛ:::§§§KKK::: z0���������§§§(9.2-2)���ÛÛÛ. :::. ©©©

���!!!000���~~~:::������þþþ���???êêê))){{{©©©

9.2.2 ~~~:::������þþþ���???êêê)))
'''uuu���555������~~~���©©©���§§§(9.2-2)333~~~:::������þþþ���???êêê)))§§§kkkeee¡¡¡

���½½½nnn(���ÖÖÖØØØyyy²²²)©©©

eee���§§§(9.2-2)���XXXêêê p(z)ÚÚÚ q(z)���::: z0��������� |z − z0| < R¥¥¥���
)))ÛÛÛ¼¼¼êêê§§§KKK���§§§(9.2-2)333ùùù���¥¥¥���333���������)))ÛÛÛ���))) w(z)÷÷÷vvvÐÐÐ���
^̂̂��� w(z0) = C0§§w′(z0) = C1§§§ÙÙÙ¥¥¥ C0,C1 ´́́???¿¿¿���½½½���EEE~~~êêê©©©

QQQ,,,���555������~~~���©©©���§§§(9.2-2)333~~~::: z0��������� |z − z0| < Rþþþ���
333���������)))ÛÛÛ)))©©©ÒÒÒrrr§§§LLL¤¤¤ddd������þþþ Taylor???êêê���///ªªª

w(z) =
∞∑

k=0

ak(z − z0)k (9.2-3)
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ÙÙÙ¥¥¥XXXêêê a1, a2, · · · , ak, · · · kkk���(((½½½©©©

���. 


. (((. ½½½. ???. êêê. ))). (9.2-3)¥¥¥. ���. XXX. êêê. §§§äää. NNN. ���. {{{. ´́́. ±±±. (9.2-3)���. \\\. ���.
§§§. (9.2-2)§§§ÜÜÜ. ¿¿¿. ÓÓÓ. ���. ���. §§§---. ÜÜÜ. ¿¿¿. ���. ���. ���. XXX. êêê. ©©©. OOO. ���. """. §§§ééé. ÑÑÑ. XXX. êêê.
a1, a2, · · · , ak, · · · ���. mmm. ���. 444. ííí. '''. XXX. §§§���. ���. ^̂̂. ®®®. ���. ���. ÐÐÐ. ���. C0,C1555. (((. ½½½.
���. ���. XXX. êêê. ���. ak (k = 0, 1, 2, · · · )§§§lll. . ¦¦¦. ���. (((. ½½½. ���. ???. êêê. ))). ©©©eee¡¡¡±±± l���
Legendre���§§§���~~~§§§äääNNN`̀̀²²²???êêê))){{{���ÚÚÚ½½½©©©

9.2.3 Legendre���§§§ ggg,,,>>>...^̂̂���

1. Legendre���§§§���???êêê)))

333. x0 = 0���. ���. ���. þþþ. ¦¦¦. ))). l���. Legendre���. §§§.
(1 − x2)y′′ − 2xy′ + l(l + 1)y = 0, (9.2-4)
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===

y′′ −
[

2x
1 − x2

]
y′ +

[
l(l + 1)
1 − x2

]
y = 0.

���§§§���XXXêêê p(x) = −2x/(1 − x2).q(x) = l(l + 1)/(1 − x2)©©©333 x0 = 0§§§üüü
���¼¼¼êêê p(x0) = 0, q(x0) = l(l + 1)§§§þþþ���kkk������§§§§§§���777,,,333 x0 = 0���
)))ÛÛÛ���©©©ÏÏÏddd§§§x0 = 0 ´́́���§§§���~~~:::©©©���âââ~~~:::������þþþ)))���½½½nnn§§§)))
äääkkk(9.2-3)��� Taylor???êêê///ªªª§§§333ùùùpppÒÒÒ´́́

y(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + · · · + akxk + · · · =

∞∑
k=0

akxk.

¤¤¤±±±

y′(x) = a1 + 2a2x + 3a3x2 + 4a4x3 + · · · + (k + 1)ak+1xk + · · ·

=

∞∑
k=0

(k + 1)ak+1xk,

y′′(x) = 2a2 + 3 · 2a3x + 4 · 3a4x2 + · · · + (k + 2)(x + 1)ak+2xk + · · ·



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

§9.2. ~:��þ�?ê){ 35/81

=

∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1)ak+2xk.

òòò§§§������\\\���§§§(9.2-4)§§§ÜÜÜ¿¿¿���ÓÓÓ���ggg���������>>>´́́��� Taylor???êêê§§§mmm
>>>´́́¤¤¤kkkXXXêêêþþþ���"""��� Taylor???êêê§§§=== l��� Legendre���§§§(9.2-4)���LLL
«««���

∞∑
k=0

[
(k + 2)(k + 1)ak+2 + (l2

− l − k2
− k)ak

]
xk = 0.

¤¤¤±±±§§§���>>> Taylor???êêêÓÓÓ���ggg������XXXêêê777LLL���ÜÜÜ���"""§§§===

2 · 1a2 + l(l + 1)a0 = 0, 3 · 2a2 + l(l + 1)a1 = 0,

4 · 3a4 + (l2 + l − 6)a2 = 0, 5 · 4a5 + (l2 + l − 12)a3 = 0,
..., ....

ÙÙÙ������ªªª���

(k + 2)(k + 1)ak+2 + (l2
− l − k2

− k)ak = 0
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dddddd���XXXêêê444íííúúúªªª

ak+2 =
(k2 + k − l)(l + 1)

(k + 2)(k + 1)
ak

=
(k − l)(k + l + 1)

(k + 2)(k + 1)
ak, k = 0, 1, 2, · · · . (9.2-5)

XXX. JJJ. bbb. ���. ®®®. ���. a0, a1§§§UUUììì444íííúúúªªªäääNNN???111XXXêêê���444ííí§§§NNN´́́

������ l��� Legendre���§§§(9.2-4)���???êêê)))(9.2-3)������XXXêêê���§§§

óóóggg������, ÛÛÛggg������

a2 =
(−l)(l + 1)

2!
a0, a3 =

(1 − 1)(l + 2)
3!

a1,

a4 =
(2 − l)(l + 3)

4!
a0, a5 =

(3 − l)(l + 4)
5!

a1,

..., ...,

������§§§---êêê444íííúúúªªª(9.2-5)¥¥¥ k = 0, 2, 4, · · · , 2k§§§===���óóóggg���������XXX
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êêê a2k§§§--- k = 1, 3, 5, · · · , 2k + 1===���ÛÛÛggg���������XXXêêê a2k+1§§§===

a2k =
(2k − 2 − l)(2k − 4 − l) · · · (2 − l)(−l) · (l + 1)(l + 3)

(2k)!

·
· · · (l + 2k − 1)

a0 =

k−1∏
m=0

(−l + 2m)
k−1∏
m=0

(l + 2m + 1)

(2k)!
a0, k = 1, 2, · · · ,

a2k+1 =
(2k − 1 − l)(2k − 3 − l) · · · (1 − l) · (l + 2)(l + 4) · (l + 2k)

(2k + 1)!
a1.

=

k∏
m=1

(−l + 2m − 1)
k∏

m=1

(l + 2m)

(2k + 1)!
a1, k = 1, 2, · · · .

������§§§dddXXXêêê a0, a1���������(((½½½¤¤¤kkkXXXêêê§§§XXXêêê a0, a1���www���´́́ l���
Legendre���§§§���üüü���ÈÈÈ©©©XXXêêê©©©
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uuu´́́···��������� l��� Legendre���§§§���)))

y(x) = a0y0(x) + a1y1(x), (9.2-6)

ÙÙÙ¥¥¥üüü���AAA)))©©©OOO���

y0(x) =
∞∑

k=0

a2k

a0
x2k, (9.2-7)

y1(x) =
∞∑

k=0

a2k+1

a1
x2k+1. (9.2-8)

y0(x)ÚÚÚ y1(x)©©©OOO´́́ x���óóóggg���ÚÚÚÛÛÛggg���õõõ���ªªª©©©

III���(((½½½???êêê y0(x)ÚÚÚ y1(x)���ÂÂÂñññ���»»»©©©rrr���???êêêÂÂÂñññ���»»»���úúú
ªªª(3.2.3)AAA^̂̂uuu y0(x)ÚÚÚ y1(x)©©©333ùùùpppÒÒÒ´́́ R = limn→∞ |an/an+2|©©©|||

^̂̂444íííúúúªªª(9.2-5)§§§

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ (n + 2)(n + 1)
(n − l)(n + l + 1)

∣∣∣∣ = 1.

ùùù���§§§???êêê))) y0(x)ÚÚÚ y1(x)ÂÂÂñññuuu |x| < 1uuuÑÑÑuuu |x| > 1©©©y0(x)===
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¹¹¹ x���óóóggg���§§§���óóó¼¼¼êêê©©©y1(x)===¹¹¹ x���ÛÛÛggg���§§§���ÛÛÛ¼¼¼êêê©©©

2. ???êêê)))333 x = ±1���ÂÂÂñññ555

lll § 9.1���±±±������§§§l��� Legendre���§§§¥¥¥��� x = cos θ§§§ÙÙÙýýýééé���
|x| = | cos θ| ≤ 1©©©ÏÏÏddd§§§¦¦¦+++???êêê))) y0(x)ÚÚÚ y1(x)uuuÑÑÑuuu |x| > 1§§§ùùù
������ØØØ¤¤¤���¯̄̄KKK©©©

ØØØLLL§§§x = ±1éééAAAuuu θ = 0, π (===¥¥¥���III���444¶¶¶������999ÙÙÙ������
���)©©©???êêê))) y0(x)ÚÚÚ y1(x)333 x = ±1 ´́́ÄÄÄÂÂÂñññ§§§���´́́���@@@ýýý���ÄÄÄ���©©©

���ÖÖÖNNN¹¹¹ooo|||^̂̂ Gauss���OOO{{{yyy²²²§§§???. êêê. ))). y0(x)ÚÚÚ. y1(x)©©©. OOO. 333.
x = ±1uuu. ÑÑÑ. ©©©@@@ooo§§§´́́ÄÄÄ���UUU���333,,,���333 x = ±1���kkk������???êêê)))
QQQººº¯̄̄¢¢¢þþþ§§§§ 9.3SSSKKK 5ÒÒÒ´́́¦¦¦ l��� Legendre���§§§333 x = +1���kkk���
���???êêê)))§§§ØØØLLL§§§ùùù���)))333 x = −1 ´́́uuuÑÑÑ���©©©

^̂̂���yyy{{{���±±±yyy²²² l��� Legendre���§§§333 x = ±1þþþ���kkk������???êêê
)))ØØØ���333©©©



• First • Prev • Next • Last • Go Back • Full Screen • Close • Quit

§9.2. ~:��þ�?ê){ 40/81

bbb½½½kkk������???êêê))) y(x)333 x = +1ÚÚÚ x = −1 ´́́kkk������©©©y(x)ooo���
LLL��� y0(x)ÚÚÚ y1(x)������555|||ÜÜÜ©©©

y(x) = D0y0(x) + D1y1(x), (9.2-9)

555¿¿¿§§§XXXJJJrrr x���ÆÆÆ������ −x§§§l��� Legendre���§§§¿¿¿ØØØUUUCCC©©©ùùù´́́
`̀̀(9.2-9)mmm>>>��� xXXX������ −x

y(−x) = D0y0(−x) + D1y1(−x), (9.2-10)

EEE,,,´́́ l��� Legendre���§§§���)))§§§¿¿¿������333 x = +1ÚÚÚ x = −1kkk���©©©ddd
uuu y0(x) ´́́óóó¼¼¼êêê§§§y1(x) ´́́ÛÛÛ¼¼¼êêê§§§(9.2-10)���±±±UUU������

y(−x) = D0y0(x) − D1y1(−x). (9.2-11)

QQQ,,,(9.2-9)ÚÚÚ(9.2-11)ÑÑÑ´́́ l��� Legendre���§§§333 x = +1ÚÚÚ x = −1���kkk
������)))§§§§§§������ÚÚÚ=== 2D0y0(x)§§§±±±999§§§���������=== 2D1y1(x)AAA������´́́ l
��� Legendre���§§§333 x = +1ÚÚÚ x = −1���kkk���)))©©©���´́́§§§þþþ¡¡¡®®®yyy²²²
y0(x)ÚÚÚ y1(x)333 x = ±1uuuÑÑÑ§§§dddddd������§§§“kkk������???êêê))) y(x)333
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x = +1ÚÚÚ x = −1���kkk���”���bbb½½½ØØØUUU¤¤¤ááá©©©(((ØØØ´́́ l��� Legendre���§§§
vvvkkk///XXX y(x) = D0y0(x) + D1y1(x)333 x = ±1þþþkkk������ÃÃÃ¡¡¡???êêê)))©©©

kkkØØØ���½½½)))¯̄̄KKK���¦¦¦“333���������������±±±kkk���§§§���AAA///ÒÒÒ���¦¦¦
Legendre���§§§���)))333������������ 0 ≤ θ ≤ π===333 x���444«««mmm [−1,+1]þþþ
���±±±kkk���©©©ÃÃÃ¡¡¡???êêê)))���))) y0(x)ÚÚÚ y1(x)þþþØØØ÷÷÷vvvùùù������¦¦¦©©©

ÑÑÑ´́́ÛÛÛ333ºººÃÃÃ. ¡¡¡. ???. êêê. ))). 333. x ± 1���. 333. uuu. ÑÑÑ. ¯̄̄. KKK. §§§XXX. eee. UUU. òòò. zzz. ���. õõõ.
���. ªªª. §§§äää. kkk. kkk. ���. õõõ. ���. §§§333. x = ±1777. ,,,. ���. kkk. ���. êêê. ���. §§§@@@. ooo. §§§uuu. ÑÑÑ. ¯̄̄. KKK.
ÒÒÒ. ���. ���. ØØØ. ���. 333. 


. ©©©

3. òòòzzz���õõõ���ªªª������UUU555

ccc[[[***			???êêê))) y0(x)ÚÚÚ y1(x)§§§§§§���(((¢¢¢kkkòòòzzz���õõõ���ªªª������
UUU©©©

XXXëëëêêê l ´́́,,,���óóóêêê§§§l = 2n ( n ´́́������êêê)§§§KKK y0(x)������ x2n���

������§§§ÏÏÏ���lll x2n+2���ååå§§§XXXêêêÑÑÑ¹¹¹kkkÏÏÏfff (2n − l)lllÑÑÑ´́́"""©©©y0(x)
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ØØØ222´́́ÃÃÃ¡¡¡???êêê´́́ 2ngggõõõ���ªªª§§§¿¿¿������¹¹¹óóóggg������©©©���uuu y1(x)§§§
ÏÏÏÙÙÙXXXêêêØØØ¹¹¹ÏÏÏfff (2n − l)§§§EEE´́́ÃÃÃ¡¡¡???êêê���333 x ± 1uuuÑÑÑ©©©333������
)))(9.2-6)¥¥¥���������???¿¿¿~~~êêê a1 = 0===������������. ¹¹¹. óóó. ggg. ���. ��� lgggõõõ���ªªª
a0y0(x)©©©±±±���òòòÀÀÀ���···������ a0������������AAA)))§§§¡¡¡��� l��� Legendreõõõ
���ªªª©©©

XXXëëëêêê l ´́́,,,���ÛÛÛêêê§§§l = 2n + 1 ( n ´́́"""½½½������êêê)§§§KKK y1(x)���
��� x2n+1������§§§ÏÏÏ���lll x2n+3���ååå§§§XXXêêêÑÑÑ¹¹¹kkkÏÏÏfff (2n+ 1 − l)lllÑÑÑ
´́́"""©©©y1(x)ØØØ222´́́ÃÃÃ¡¡¡???êêê´́́ 2n + 1gggõõõ���ªªª§§§¿¿¿������¹¹¹ÛÛÛggg���
���©©©���uuu y0(x)ÏÏÏÙÙÙXXXêêêØØØ¹¹¹ÏÏÏfff (2n + 1 − l)§§§EEE´́́ÃÃÃ¡¡¡???êêê���333
x = ±1uuuÑÑÑ©©©333������)))(9.2-6)¥¥¥���������???¿¿¿~~~êêê a0 = 0===������������. ¹¹¹.
ÛÛÛ. ggg. ���. ��� lgggõõõ���ªªª a1y1(x)©©©±±±���òòòÀÀÀ���···������ a1������������AAA)))§§§

¡¡¡��� l��� Legendreõõõ���ªªª©©©
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4. ggg,,,>>>...^̂̂���

ddddddwww555§§§éééuuu legendre���§§§§§§“)))333«««mmm [−1,+1]���üüüààà
x = ±1���±±±kkk���”¿¿¿,,,´́́������îîî���������§§§333©©©lllCCCêêêLLL§§§¥¥¥¤¤¤ÚÚÚ\\\
���~~~êêê l(l + 1)¥¥¥��� l���������uuu"""ÚÚÚ������êêê§§§ÏÏÏ. ~~~. rrr. “))). 333. x = ±1���. ±±±.
kkk. ���. ” `̀̀. ¤¤¤. ´́́. Legendre���. §§§. ���. ggg. ,,,. >>>. .... ^̂̂. ���. ©©©
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:~~~¬¬¬333 x0 = 0���������þþþ¦¦¦)))~~~���©©©���§§§ y′′ + ω2y = 0 (ω ´́́~~~êêê)©©©
£££P.243§§§1¤¤¤

:)))µµµ���§§§���XXXêêê p(x) = 0, q(x) = ω2 ´́́)))ÛÛÛ¼¼¼êêê§§§x0 = 0 ´́́���§§§���
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y(x) =
∞∑

k=0

akxk, ω2y(x) =
∞∑

k=0

ω2akxk,

y′(x) =
∞∑

k=1

kakxk−1 =

∞∑
k=0

(k + 1)ak+1xk,

y′′(x) =
∞∑

k=2

k(k − 1)akxk−2 =

∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1)ak+1xk.

���\\\������§§§§§§���nnn���
∞∑

k=0

[
ω2ak + (k + 2)(k + 1)ak+2

]
xk = 0.

ω2ak + (k + 2)(k + 1)ak+2 = 0

dddddd������ÑÑÑ���ÛÛÛ!!!óóó������XXXêêê444ííí'''XXX

a2 = −
ω2

2!
a0, a3 = −

ω2

3 × 2
= −
ω2

3!
a1,
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a4 = −
ω2

4 × 3
a2 =

ω4

4!
, a5 = −

ω2

5 × 4
a3 =

ω4

5!
..., ....

a2k = (−1)k ω
2k

(2k)!
a0, a2k+1 = (−1)k ω2k

(2k + 1)!
a1.

¤¤¤±±±

y(x) = = ÛÛÛggg������ +óóóggg������

= a0

∞∑
k=0

(−1)k ω
2k

(2k)!
x2k + a1

∞∑
k=0

(−1)k ω2k

(2k + 1)!
x2k+1

= a0

∞∑
k=0

(−1)k 1
(2k)!

(ωx)2k +
a1

ω

∞∑
k=0

(−1)k 1
(2k + 1)!

(ωx)2k+1,

= a0 cosωx +
a1

ω
sinωx.

ªªª¥¥¥ a0ÚÚÚ a1���???¿¿¿~~~êêê§§§ddd y(0) = C1ÚÚÚ y′(0) = C2(((½½½§§§¤¤¤±±±���±±±
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y(x) = a0 cosωx + a1 sinωx.

ùùù���´́́±±±ccc���������)))©©©
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