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§9.3 ���KKKÛÛÛ:::������þþþ���???êêê))){{{
9.3.1 ÛÛÛ:::������þþþ���???êêê))){{{

¦¦¦)))���555������~~~���©©©���§§§

w′′ + p(z)w′ + q(z)w = 0 (9.3-1)

XXXJJJÀÀÀ½½½���::: z0 ´́́���§§§(9.3-1)���ÛÛÛ:::§§§KKK������`̀̀555§§§)))���±±± z0���ÛÛÛ

:::§§§333::: z0������þþþ���ÐÐÐmmmªªªØØØ´́́���VVV???êêê´́́kkkKKK��������� Laurant???
êêê©©©

'''uuuÛÛÛ:::������þþþ���???êêê)))§§§kkkeee¡¡¡���½½½nnn(���ÖÖÖØØØyyy)©©©

eee=== z0������§§§(9.2-2)���ÛÛÛ:::§§§KKK333::: z0��������� 0 < |z − z0| < R§§§
���§§§(9.2-2)���333üüü������555ÕÕÕááá)))§§§ÙÙÙ///ªªª���

w1(z) =
∞∑

k=−∞

ak(z − z0)s1+k, (9.3-2)
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w2(z) =
∞∑

k=−∞

bk(z − z0)s2+k, (9.3-3)

½½½

w2(z) = Aw1(z) ln(z − z0) +
∞∑

k=−∞

bk(z − z0)s2+k. (9.3-4)

ÙÙÙ¥¥¥ s1, s2, A, ak, bk (k = 0,±1,±2, · · · )���~~~êêê©©©

±±±þþþ======´́́������555���ØØØäää§§§¿¿¿"""JJJøøøäääNNN¦¦¦ÑÑÑ???êêê)))������{{{©©©===

XXXÛÛÛ(((½½½~~~êêê s1, s2, A, ak, bk©©©¯̄̄¢¢¢þþþ§§§ùùù


~~~êêê���(((½½½333���������¹¹¹eee

ééé(((JJJ§§§���ÖÖÖlllÑÑÑ©©©

9.3.2 ���KKKÛÛÛ:::������þþþ���???êêê)))
XXXJJJ333���§§§(9.3-1)���ÛÛÛ::: z0��������� 0 < |z − z0| < R§§§���§§§���üüü���

���555ÕÕÕááá)))���ÑÑÑäääkkkkkk������KKK������§§§KKKÛÛÛ::: z0¡¡¡������§§§������KKKÛÛÛ

:::©©©ùùùppp���???ØØØùùù«««���éééNNN´́́������¹¹¹©©©ùùù���´́́~~~���������¹¹¹©©©
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XXXXXXêêê��� p(z)±±± z0���ØØØpppuuu���������444:::§§§���XXXêêê q(z)±±± z0���ØØØ

pppuuu���������444:::§§§===

p(z) =
∞∑

k=−1

pk(z − z0)k, q(z) =
∞∑

k=−2

qk(z − z0)k, (9.3-5)

���±±±yyy²²²ÛÛÛ::: z0ÒÒÒ´́́���KKKÛÛÛ:::©©©ùùùÒÒÒ´́́`̀̀§§§333 z0���������

0 < |z − z0| < R§§§���§§§(9.3-1)���üüü������555ÕÕÕááá)))���???êêêLLL���ªªª���kkkkkk���
���KKK������µµµ

w1(z) =
∞∑

k=0

ak(z − z0)s1+k, (9.3-6)

w2(z) =
∞∑

k=0

bk(z − z0)s2+k, (9.3-7)

½½½

w2(z) = Aw1(z) ln(z − z0) +
∞∑

k=0

bk(z − z0)s2+k. (9.3-8)
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ÙÙÙ¥¥¥ s1ÚÚÚ s2 ´́́¤¤¤¢¢¢���½½½���§§§

s(s − 1) + sp−1q−2 = 0 (9.3-9)

���üüü������§§§ s2������������@@@���������§§§���uuu A, akÚÚÚ bkþþþ���~~~êêêXXXêêê©©©

(9.3-7)···^̂̂uuu s1 − s2 ,���êêê������¹¹¹§§§(9.3-8)KKK···^̂̂uuu s1 − s2 =���

êêê������¹¹¹©©©ØØØLLL§§§(9.3-8)¥¥¥��� A���kkk���UUU���uuu"""§§§(9.3-8)qqq888(((
���(9.3-7)©©©þþþããã(((ØØØ������yyylllÑÑÑ£££P.245***247¤¤¤©©©

:~~~¬¬¬333 x0 = 0������¢¢¢þþþ¦¦¦))) x2y′′ + xy′ − m2y = 0 ( m ´́́~~~êêê)§§§ùùù
������§§§===(8.1.67)©©©£££P.260§§§1¤¤¤

eee¡¡¡±±± Bessel���§§§���~~~§§§`̀̀²²²333���§§§������KKKÛÛÛ:::������þþþXXXÛÛÛ^̂̂???
êêê))){{{¦¦¦)))���555������~~~���©©©���§§§©©©
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9.3.3 Bessel���§§§

1. ν��� Bessel���§§§

333::: x0 = 0���������þþþ¦¦¦))) ν��� Bessel���§§§

x2y′′ + xy′ + (x2
− ν2)y = 0, ν , ���êêê½½½���ÛÛÛêêê (9.3-18)

===

y′′ +
1
x

y′ +
(

1 −
ν2

x2

)
y = 0.

::: x0 = 0 ´́́ p(x) = 1/x���������444:::§§§qqq´́́ q(x) = 1 − ν2/x2���������444

:::©©©ÏÏÏddd§§§::: x0 = 0 ´́́ Bessel���§§§������KKKÛÛÛ:::©©©���½½½���§§§���

s(s − 1) + s − ν2 = 0, === s2
− ν2 = 0.

üüü��������� s1 = ν, s2 = −ν§§§üüü��������� s1 − s2 = 2ν , 0½½½������êêê©©©ÏÏÏddd
���555ÕÕÕááá���üüü���)))���(9.3-6)ÚÚÚ(9.3-7)���///ªªª©©©
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kkkØØØ©©© s1ÚÚÚ s2§§§±±±¢¢¢CCCêêê x���)))

y(x) = a0xs + a1xs+1 + a2xs + 2 + · · · + akxs+k + · · · , a0 , 0

kkkØØØ©©© s1ÚÚÚ s2§§§±±±¢¢¢CCCêêê x���)))

y(x) = a0xs + a1xs+1 + a2xs+2 + · · · akxk+s + · · · , a0 , 0,

���\\\���§§§(9.3-18)©©©ÜÜÜ¿¿¿ÓÓÓ���ggg������§§§ÜÜÜ¿¿¿ÓÓÓ���ggg���������������XXXêêêAAA���
"""§§§dddddd���



[
s2 − ν2

]
a0 = 0,[

(s + 1)2 − ν2
]

a1 = 0,[
(s + 2)2 − ν2

]
a2 + a0 = 0,

...,[
(s + k)2 − ν2

]
ak + ak−2 = 0,

....

(9.3-19)
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���âââ���½½½ a0 , 0§§§(9.3-19)¥¥¥111���������§§§===´́́���½½½���
§§§µµµs2 − ν2 = 0§§§üüü������ccc¡¡¡®®®²²²)))ÑÑÑ©©©òòòùùùüüü���������\\\(9.3-19)¥¥¥111
���������§§§§§§kkk

[
(±ν + 1)2 − ν2

]
a1 = 0§§§���

a1 = 0.

|||^̂̂±±±������ªªª???111XXXêêê���444ííí§§§444íííúúúªªª´́́[
(s + k)2

− ν2] ak + ak−1 = 0,

ak =
−1

(s + k)2 − ν2 ak−1 =
−1

(s + kν)(s + k − ν)
ak−2.

eee��� s = +ν§§§444íííúúúªªª���

ak =
−1

k(2ν + k)
ak−2,

dddddd���XXXêêêÏÏÏªªª

a2k = (−1)k 1
k!(ν + 1)(ν + 2) · · · (ν + k)

·
1

22k a0,
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a2k+1 = 0.

ùùù���§§§������ ν��� Bessel���§§§���������AAA)))

y1(x) = a0xν
[

1 −
1

1!(ν + 1)

(x
2

)2

= +
1

2!(ν + 1)(ν + 2)

(x
2

)4
− · · ·

= + (−1)k 1
k!(ν + 1)(ν + 2) · · · (ν + k)

(x
2

)2k
+ · · ·

]
(9.3-20)

ùùù���???êêê���ÂÂÂñññ���»»»§§§UUU(3.2-3)���

R = lim
k→∞

∣∣∣∣ak−1

ak

∣∣∣∣ = lim
k→∞

22k(2ν + k) = ∞.

ùùù´́́`̀̀§§§������ xkkk���§§§???êêê)))(9.3-20)ÒÒÒÂÂÂñññ©©©ÏÏÏ~~~���

a0 =
1
2ν
Γ(ν + 1)

'''uuu¢¢¢CCCêêê x f��� Γ(x)ÏÏÏ~~~333���ÈÈÈ©©©������¥¥¥ÜÜÜkkkÑÑÑ§§§'''uuuEEECCCêêê z���
Γ¼¼¼êêê§§§ÖÖÖööö���ëëë���NNN¹¹¹���nnn§§§¿¿¿rrrùùù���)))������ ν��� Bessel¼¼¼êêê§§§PPP
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��� Jν(x)§§§

Jν(x) =
∞∑

k=0

(−1)k 1
k!Γ(ν + k + 1)

(x
2

)ν+2k
. (9.3-21)

222��� s = −ν§§§ÓÓÓnnn������,,,���AAA)))§§§ÙÙÙÂÂÂñññ���»»»���´́́ ∞©©©TTTAAA)))���
ìììþþþããã���{{{���ªªª���LLL«««���

J−ν(x) =
∞∑

k=0

(−1)k 1
k!Γ(−ν + k + 1)

(x
2

)−ν+2k
. (9.3-22)

¡¡¡��� −ν��� Bessel¼¼¼êêê©©©

ν��� Bessel���§§§���ÏÏÏ)))´́́

y(x) = C1Jν(x) + C2J−ν(x), (9.3-23)

C1,C2���???¿¿¿~~~êêê§§§��� xÃÃÃ'''©©©

kkk������ C1 = ctgνπ,C2 = −cscνπ���\\\(9.3-23)������������AAA)))§§§±±±ddd
������ ν��� Bessel���§§§���111���������555ÕÕÕááá���)))©©©������ ν��� Neumann¼¼¼
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êêê£££���¡¡¡111���aaa Bessel¼¼¼êêê¤¤¤§§§===

Nν(x) =
Jν(x) cos νπ − T−ν(x)

sin νπ
. (9.3-24)

ÏÏÏddd§§§ν��� Bessel���§§§���ÏÏÏ)))������������

y(x) = C1Jν(x) + C2Nν(x). (9.3-25)

2. ���ÛÛÛêêê£££l + 1/2¤¤¤��� Bessel���§§§

333 x0 = 0���������þþþ¦¦¦))) (+1/2)��� Bessel���§§§

x2y′′ + xy′ +

[
x2
−

(
l +

1
2

)2
]

y = 0, l = 0, 1, 2, · · · . (9.3-26)

::: x0 = 0 ´́́���§§§������KKKÛÛÛ:::©©©

ÄÄÄkkk���ÄÄÄ l = 0��� 1/2��� Bessel���§§§

x2y′′ + xy′ +

[
x2
−

(
1
2

)2
]

y = 0. (9.3-27)
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ccc¡¡¡®®®²²²)))ÑÑÑ���½½½���§§§���üüü��������� s1 = ν, s2 = −ν§§§333dddÒÒÒ´́́

s1 = 1/2, s2 = −1/2©©©éééAAAuuu������ s1 = 1/2���AAA)))´́́ Bessel¼¼¼
êêê(9.3-21)§§§ÙÙÙ¥¥¥ ν = 1/2©©©uuu´́́ 1/2��� Bessel¼¼¼êêê���������

J 1
2
(x) =

∞∑
k=0

(−1)k 1
k!Γ

(
k + 3

2

) (x
2

)1
2+2k

= · · · · · · =

√
2
πx

∞∑
k=0

(−1)k 1
(2k + 1)!

x2k+1 =

√
2
πx

sin x. (9.3-28)

���½½½���§§§���üüü��������� s1 − s2 = 1 ´́́���êêê§§§111������AAA)))���///ªªª
´́́(9.3-8)§§§===

y2(x) = AJ 1
2
(x) ln x +

∞∑
k=−1/2

bkxk.

rrrþþþªªª���\\\ 1/2��� Bessel���§§§¥¥¥§§§���(((½½½ÙÙÙXXXêêê A = 0ÚÚÚ bk������§§§
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���������111������AAA)))���

J
−1

2
(x) =

√
2
πx

cos x. (9.3-29)

¦¦¦+++���½½½���§§§üüü���������´́́���êêê 1§§§���~~~êêê A = 0§§§111���AAA)))���LLL���ªªª
¥¥¥¿¿¿ØØØÑÑÑyyyéééêêê¼¼¼êêê©©©

¤¤¤±±± 1/2��� Bessel���§§§���ÏÏÏ)))´́́

y(x) = C1J 1
2
(x) + C2J

−1
2
(x), (9.3-30)

yyy333���ÄÄÄ������������ÛÛÛêêê (l + 1/2)��� Bessel���§§§(9.3-26)§§§���½½½���§§§
���üüü��������� s1 = l + 1/2, s2 = −(l + 1/2)§§§üüü������������
s1 − s2 = 2l + 1§§§���������êêê©©©éééAAAuuu������ s1 = l + 1/2���AAA)))AAA���
ν = l + 1/2������ Bessel¼¼¼êêê(9.3-21)§§§===

J l+1
2
(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(l + 1/2 + k + 1)

(x
2

)l+1
2+2k
. (9.3-31)
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111���������555ÕÕÕááá���AAA)))���///ªªª´́́(9.3-8)§§§===

y2(x) = AJ l+1
2
(x) +

∞∑
k=−(l+1/2)

bkxk.

���ÙÙÙ\\\���§§§(9.3-26)§§§���±±±ÓÓÓ���kkk A = 0§§§¤¤¤±±±111������AAA)))EEE,,,���
^̂̂(9.3-22)LLL«««§§§ØØØLLLAAA��� −ν = −(l + 1/2)§§§===

J
−(l+1

2 )(x) =
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(−l − 1/2 + k + 1)

(x
2

)−l−1
2+2k
. (9.3-32)

ÏÏÏddd (l + 1/2)��� Bessel���§§§���ÏÏÏ)))´́́

y(x) = C1J l+1
2
(x) + C2J

−(l+1
2 )(x). (9.3-33)

3. ���êêê m��� Bessel���§§§

333::: x0 = 0������ØØØ���þþþ¦¦¦)))���êêê m��� Bessel���§§§

x2y′′ + xy′ + (x2
− m2)y = 0, (m���ggg,,,êêê) (9.3-34)
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���))){{{���cccaaaqqq©©©���±±±yyy²²²§§§ÙÙÙüüü������555ÕÕÕááá���AAA)))���

Jm(x) =
∑
k=0

(−1)k 1
k!(m + k!)

(x
2

)m+2k
, (9.3-35)

Nm(x) =
2
π

(
ln

x
2
+ C

)
Jm(x). (9.3-36)

ùùùppp§§§Γ(m + k + 1) = (m + k)!§§§C¡¡¡��� Euler~~~êêê§§§½½½ÂÂÂ���

C = lim
k→∞

(
1 +

1
2
+

1
3
+ · · · +

1
k
− ln k

)
= 0.577216 · · · .

ÙÙÙÏÏÏ)))���

y(x) = C1Jm(x) + C2Nm(x). (9.3-37)
~

'''. ���. ±±±. þþþ. AAA. «««. ���. ¹¹¹. ���. ���. §§§ØØØ. ν = 0±±±. 			. §§§���. ¹¹¹. ν =���. êêê. !!!���. ÛÛÛ. êêê. ���.
���. Bessel���. §§§. ���. ))). ���. ���. ���. ddd. 111. ���. «««. ���. ¹¹¹. ——v���. Bessel���. §§§. £££ν , 0!!!
���. êêê. !!!���. ÛÛÛ. êêê. ¤¤¤���. üüü. ���. ���. 555. ÕÕÕ. ááá. ���. AAA. ))). ���. ���. AAA. ν���. ���. ���. ©©©
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4. x = 0???���ggg,,,>>>...^̂̂���

���êêê��� Bessel¼¼¼êêê J0(x)***J3(x)ÚÚÚ���êêê��� Neumann¼¼¼êêê
N0(x), N1(x)������ããã���©©©OOOxxx333ããã 11-1ÚÚÚããã 11-3¥¥¥©©©dddLLL���
ªªª(9.3-21)§§§(9.3-22)§§§(9.3-24)§§§(9.3-38)���±±±wwwÑÑÑ§§§��� x → 0§§§{

J0(x) → 1, Jν(x) → 1, J−ν(x) → ∞,
Nν(x) → ±∞, Mm(x) → −∞, ν > 0.

(9.3-42)
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ÏÏÏddd§§§XXXJJJ¤¤¤ïïïÄÄÄ���«««������¹¹¹ x = 0333SSS§§§      ÒÒÒ���üüüØØØ
N0(x), Nm(x), J−ν(x)(x), Nν(x)!!!������eee J0(x), Jm(x)ÚÚÚ Jν(x)©©©ùùù���§§§
···���`̀̀§§§Bessel���§§§§§§ØØØ+++ÙÙÙ���êêê´́́���êêê���ÄÄÄ§§§333 x = 0äääkkkggg,,,>>>
...^̂̂���©©©

9.3.4 JJJmmmþþþ Bessel���§§§
ØØØ���¦¦¦©©©


	9.pdf
	二阶常微分方程级数  解法  本征值问题
	特殊函数常微分方程
	Laplace 方程 u=0
	球（极）坐标系
	柱坐标系

	波动方程
	输远方程
	Helmholtz 方程
	球坐标系
	柱坐标系


	常点邻域上的级数解法
	方程的常点和奇点
	常点邻域上的级数解
	Legendre 方程  自然边界条件
	Legendre 方程的级数解
	级数解在 x=1 的收敛性
	退化为多项式的可能性
	自然边界条件


	正则奇点邻域上的级数解法
	奇点邻域上的级数解法
	正则奇点邻域上的级数解
	Bessel 方程
	 阶 Bessel 方程
	半奇数（l+1/2）阶 Bessel 方程
	整数 m 阶 Bessel 方程
	x=0 处的自然边界条件

	虚宗量 Bessel 方程

	Sturm-Livouville 本征值问题
	Sturm-Livouville 本征值问题
	Sturm-Livouville 本征值问题的共同性质
	广义 Fourier 级数
	复数的本征函数族
	Hilbert 空间






