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§9.4 Sturm-Livouville���������¯̄̄KKK
lll111lllÙÙÙÚÚÚ���ÙÙÙcccnnn!!!www���§§§ddd. êêê. ÆÆÆ. ÔÔÔ. nnn.    . ���. ©©©. ���. §§§. ���. ©©©. lll. CCC. ���.

{{{. ÚÚÚ. ÑÑÑ. ���. ~~~. ���. ©©©. ���. §§§. §§§   .    . NNN. kkk. >>>. .... ^̂̂. ���. §§§ùùù. 


. >>>. .... ^̂̂. ���. kkk. ���. ´́́. ²²². xxx.
JJJ. ÑÑÑ. 555. ���. §§§kkk. ���. %%%. ´́́. vvv. kkk. ²²². xxx. JJJ. ÑÑÑ. 555. ���. ¤¤¤. ¢¢¢. ggg. ,,,. ���. ^̂̂. ���. ©©©÷÷÷. vvv. ùùù. 


. >>>.
.... ^̂̂. ���. ���. kkk. ¿¿¿. ÂÂÂ. ���. ))).    .    . ØØØ. ���. 333. §§§ØØØ. ���. ���. §§§. ���. ëëë. êêê. ���. ,,,. 


. AAA. ½½½. ���. ©©©ùùù.



. AAA. ½½½. ���. ���. ���. ���. ���. ���. §§§���. AAA. ���. ���. """. kkk. ���. ))). ���. ���. ���. ���. ¼¼¼. êêê. ©©©¦¦¦. ���. ���. ���. ÚÚÚ.
���. ���. ¼¼¼. êêê. ���. ¯̄̄. KKK. ���. ���. ���. ���. ���. ¯̄̄. KKK. ©©©

~~~���������������¯̄̄KKKÑÑÑ888(((��� Sturm-Livouville���������¯̄̄KKK§§§���!!!
ÒÒÒ???ØØØ Sturm-Livouville���������¯̄̄KKK©©©

9.4.1 Sturm-Livouville���������¯̄̄KKK
½½½. ÂÂÂ. ���. ���. ~~~. ���. ©©©. ���. §§§.
d

dx

[
k(x)

dy
dx

]
− q(x)y + λρ(x)y = 0, a ≤ x ≤ b. (9.4-1)
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���. Sturm-Livouville.... ���. §§§. ©©©

���������������~~~���©©©���§§§

y′′ + a(x)y′ + b(x)y + λc(x)y = 0

¦¦¦±±±···������¼¼¼êêê e
∫

a(x)dx§§§ÒÒÒzzz Sturm-Livouville...���§§§
d

dx

[
e
∫

a(x)dx dy
dx

]
+

[
b(x)e

∫
a(x)dx

]
y′ + λ

[
c(x)e

∫
a(x)dx

]
y = 0.

~

Sturm-Livouville.... ���. §§§. (9.4-1)NNN. ±±±. ààà. ggg. ���. 111. ���. aaa. !!!111. ���. aaa. ½½½. 111. nnn.
aaa. >>>. .... ^̂̂. ���. §§§½½½. ggg. ,,,. ���. >>>. .... ^̂̂. ���. §§§ÒÒÒ. ���. ¤¤¤. Sturm-Livouville���. ���. ���. ¯̄̄.
KKK. ©©©~~~XXX§§§···���ÀÀÀJJJ a, b, k(x), q(x), ρ(x)§§§ÒÒÒ���±±±ddd Sturm-Livouville
���������¯̄̄KKK������ÔÔÔnnnÚÚÚóóó§§§EEEâââþþþ~~~������AAA������������¯̄̄KKK©©©

¶a = 0, b = l; k(x) = ~~~êêê, q(x) = 0, ρ(x) = ~~~êêê§§§���������¯̄̄KKK���{
y′′ + λy = 0,
y(0) = 0, y(l) = 0.

(9.4-2)
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���������ÚÚÚ������¼¼¼êêê´́́µµµλ = n2π2

l2 , y = C sin nπx
l ©©©

· a = −1, b = +1; k(x) = 1 − x2, q(x) = 0, ρ(x) = 1©©©½½½
a = 0, b = π; k(θ) = sin θ, q(θ) = 0, ρ(θ) = sin θ©©©ÒÒÒ������ Legendre���§§§
������������¯̄̄KKK

d
dx

[
(1 − x2)

dy
dx

]
+ λy = 0,

y(−1) = kkk���, y(+1) = kkk���.
½½½


d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
+ λ sin θΘ = 0,

Θ(0) = kkk���, Θ(π) = kkk���.

(9.4-3)
���������ÚÚÚ������¼¼¼êêê´́́ l(l + 1)ÚÚÚ Legendre¼¼¼êêê©©©

¸a = −1, b = +1; k(x) = 1 − x2, q(x) = m2

1−x2 , ρ(x) = 1½½½
a = 0, b = π; k(θ) sin θ, q(θ) = m2

sin θ , ρ(θ) = sin θ§§§ÒÒÒ������ëëë��� Legendre
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���§§§������������¯̄̄KKK
d

dx

[
(1 − x2)

dy
dx

]
−

m2

1 − x2 y + λy = 0,

y(−1) = kkk���, y(+1) = kkk���.
½½½ (9.4-4)

d
dθ

(
sin θ

dΘ
dθ

)
−

m2

sin θ
Θ + λ sin θΘ = 0,

Θ(0) = kkk���, Θ(π) = kkk���.

¹a = 0, b = ξ0; k(ξ) = ξ, q(ξ) = m2

ξ
, ρ(ξ) = ξ§§§ÒÒÒ������ Bessel���§§§������

������¯̄̄KKK
d
dξ

[
ξ

dy
dξ

]
−

m2

ξ
y + λξy = 0,

y(0) = kkk���, y(ξ0) = 0.
(9.4-5)

ùùùppp��� ξÙÙÙ¢¢¢´́́ÎÎÎ���IIIXXX½½½²²²¡¡¡444���IIIXXX��� ρ§§§���


;;;������
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Sturm-Livouville...���§§§¥¥¥��� ρ���···   UUU^̂̂PPPÒÒÒ ξ©©©þþþ¡¡¡���ÑÑÑ���ùùù������
§§§ÒÒÒ´́́(9.1-19)ÚÚÚ(9.1-47)§§§


 λ = µ§§§��������������� x =

√
λξâââ¤¤¤���IIIOOO

///ªªª��� Bessel���§§§©©©

ºa = 0, b = +∞; k(x) = e−x2
, q(x) = 0, ρ(x) = e−x2

§§§ÒÒÒ������ Hermite���
§§§

y′′ − 2xy′ + λy = 0

������������¯̄̄KKK
d

dx

[
e−x2 dy

dx

]
+ λe−x2

y = 0,

x → ±∞���§§§y���OOO���ØØØ¯̄̄uuue
1
2 x2
.

(9.4-6)

ùùù������������¯̄̄KKK555gggþþþfffåååÆÆÆ¥¥¥���������fff¯̄̄KKK§§§ÙÙÙ)))���NNN¹¹¹���©©©

ºa = 0, b = +∞; k(x) = xe−x, q(x) = 0, ρ(x) = e−x§§§ÒÒÒ������ Laguerre���
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§§§

xy′′ + (1 − x)y′ + λy = 0

������������¯̄̄KKK
d

dx

[
xe−x dy

dx

]
+ λe−xy = 0,

y(0) = kkk���, x → ∞���§§§y���OOO���ØØØ¯̄̄uuue
x
2 .

(9.4-7)

ùùù������������¯̄̄KKK555gggþþþfffåååÆÆÆ¥¥¥���������ffffff¯̄̄KKK§§§ÙÙÙ)))���NNN¹¹¹������©©©

333±±±þþþ���~~~¥¥¥§§§k(x), q(x)ÚÚÚ ρ(x)333mmm«««mmm (a, b)þþþÑÑÑ���������©©©

lll±±±þþþ���~~~§§§������wwwÑÑÑµµµXXX. ààà. :::. a½½½. b ´́́. k(x)���. ���. ???. """. :::. §§§333. @@@.
���. aaa. :::. ÒÒÒ. ���. 333. XXX. ggg. ,,,. ���. >>>. .... ^̂̂. ���. §§§¦¦¦. ���. ÃÃÃ. ���. ))). üüü. ØØØ. 


. ���. ���. kkk. ���. ))). ©©©~~~
XXXµµµ

¶ Legendre ���§§§��� k(x) = 1 − x2, k(±1) = 1 − (±1)2 = 0§§§333ààà:::
x = ±1(((¢¢¢���333ggg,,,>>>...^̂̂���(��� § 9.2)©©©
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· Bessel���§§§��� k(x) = x, k(0) = 0§§§333ààà::: x = 0(((¢¢¢���333XXXggg,,,
>>>...^̂̂���(��� § 9.3)©©©

¸ Laguerre���§§§��� k(x) = xe−x, k(0) = 0§§§333ààà::: x = 0(((¢¢¢kkkggg,,,
>>>...^̂̂���(��� § 9.3SSSKKK3ÚÚÚYYY¹¹¹������)©©©

ggg,,,>>>...^̂̂���������333´́́ØØØJJJyyy²²²���©©©Sturm-Livouville...���§§§

k(x)y′′ + k′(x)y′ − q(x)y + λρ(x)y = 0,

===

y′′ +
k′(x)
k(x)

y′ +
−q(x) + λρ(x)

k(x)
y = 0.

XXXaaa::: x = a ´́́ k(x)������???""":::§§§KKK§§§���ÒÒÒ´́́ y′���XXXêêê k′(x)/k(x)���
������444:::©©©������ x = a ´́́ [−q(x) + λρ(x)]ØØØpppuuu���������444:::(±±±þþþ���~~~
þþþ÷÷÷vvvddd^̂̂���)§§§KKK§§§ÒÒÒ´́́ y���XXXêêê¼¼¼êêê [−q(x) + λρ(x)]/k(x)���ØØØpppuuu
üüü������444:::§§§lll


´́́���§§§������KKKÛÛÛ:::©©©lll


dddddd���±±±yyy²²²ÙÙÙkkk���)))���

���333777,,,���¦¦¦ggg,,,>>>...^̂̂���������333£££P.264¤¤¤©©©
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9.4.2 Sturm-Livouville���������¯̄̄KKK������ÓÓÓ555���
���k(x), q(x)ÚÚÚ ρ(x)333mmm«««mmm (a, b)þþþÑÑÑ���������

���§§§Sturm-Livouville���������¯̄̄KKKäääkkkXXXeee������ÓÓÓ555���©©©···���òòò������
ÑÑÑ555���(2)ÚÚÚ555���(3)���yyy²²²©©©

: ¶XXXk(x), q(x)ÚÚÚ ρ(x)ëëëYYY½½½ööö���õõõ±±± x = aÚÚÚ x = b���������444:::§§§
KKK���333ÃÃÃ���õõõ������������

λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ λ4 ≤ · · · , (9.4-8)

���AAA///kkkÃÃÃ���õõõ���������¼¼¼êêê

y1(x), y2(x), y3(x), y4(x), · · · . (9.4-9)

ùùù


������¼¼¼êêê���üüü���gggSSS���ÐÐÐ¦¦¦!!!:::���êêê���gggOOOõõõ(!!!:::���êêê���555���
333þþþfffåååÆÆÆ¥¥¥���^̂̂±±±ééé���BBB///���äää===���ÅÅÅ¼¼¼êêê���LLLÄÄÄ���)©©©

: ·¤¤¤kkk��������� λ ≥ 0©©©
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yyyµµµ������¼¼¼êêê yn(x)ÚÚÚ��������� λn÷÷÷vvv

−
d

dx

[
k(x)

dyn

dx

]
+ q(x)yn = λnρ(x)yn.

^̂̂ ynHHH¦¦¦þþþªªª������§§§¿¿¿ÅÅÅ���ddd a��� bÈÈÈ©©©§§§kkk

λn

∫ b

a
ρy2

ndx = −
∫ b

a
yn

d
dx

[
k

dyn

dx

]
dx +

∫ b

a
qy2

ndx

= −

[
kyn

dyn

dx

]b

a
+

∫ b

a
k

(
dyn

dx

)2

dx +
∫ b

a
qy2

ndx

= (kyny′n)x=a − (kyny′n)x=b +

∫ b

a
ky′2ndx −

∫ b

a
qy2

ndx.

(9.4-10)

mmm>>>üüü���ÈÈÈ©©©������ÈÈÈ¼¼¼êêê������ ≥ 0������§§§¤¤¤±±±ùùùüüü���ÈÈÈ©©© ≥ 0©©©222
www(9.4-10)mmm>>>111������ (kyny′n)x=a§§§XXXJJJ333ààà::: x = a���>>>...^̂̂���´́́111
���aaaàààggg^̂̂��� y(a) = 0§§§½½½111���aaaàààggg^̂̂��� y′n(a) = 0§§§½½½ggg,,,>>>...^̂̂
��� k(a) = 0§§§ùùù������ (kyny′n)x=awww,,,���"""©©©XXXJJJ333ààà::: x = a���>>>...^̂̂
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���´́́111nnnaaaàààggg^̂̂��� (yn − hy′n)x=a = 0§§§KKK

(kyny′n)x=a =
[

k(yn − hy′n)y′n + hky′2n
]

x=a
= h(ky′2n)x=a ≥ 0.

222www(9.4-10)mmm>>>111��������� (kyny′n)x=b§§§XXXJJJ333ààà::: x = b���>>>...
^̂̂���´́́111���aaaàààggg^̂̂��� yn(b) = 0§§§½½½111���aaaàààggg^̂̂��� y′n(b) = 0§§§½½½ggg
,,,>>>...^̂̂��� k(b) = 0§§§ùùù������ (kyny′n)x=bwww,,,���"""©©©XXXJJJ333ààà::: x = b
���>>>...^̂̂���´́́111nnnaaaàààggg^̂̂��� (yn + hy′n)x=b = 0§§§KKK

−(kyny′n)x=b = −
[

k(yn − hy′n)y′n + hky′2n
]

x=b
= h(ky′2n)x=b ≥ 0.

QQQ,,,(9.4-10)mmm>>>������ÑÑÑ ≥ 0§§§���>>>777,,,��� ≥ 0§§§===

λn

∫ b

a
ρy2

ndx ≥ 0.

þþþªªªppp���½½½ÈÈÈ©©©²²²www´́́������§§§ÏÏÏ




λ ≥ 0. (9.4-11)

: ¸���AAAuuuØØØÓÓÓ��������� λmÚÚÚ λn���������¼¼¼êêê ym(x)ÚÚÚ yn(x)333«««mmm
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[a, b]þþþ������­­­ ρ(x)������§§§===∫ b

a
ym(x)yn(x)ρ(x)dx = 0, m , n. (9.4-12)

yyyµµµ������¼¼¼êêê ym(x)ÚÚÚ yn(x)©©©OOO÷÷÷vvv
d

dx
[
ky′m

]
− qym + λmρym = 0,

d
dx

[
ky′n

]
− qyn + λnρyn = 0.

ccc���ªªªHHH¦¦¦±±± yn§§§������ªªªHHH¦¦¦±±± ym§§§,,,������~~~§§§

yn
d

dx
[
ky′m

]
−

d
dx

[
ky′n

]
+ (λm − λn)ρymyn = 0.

ÅÅÅ���lll a��� bÈÈÈ©©©§§§���

0 =
∫ b

a
yn

d
dx

[
ky′m

]
−

d
dx

[
ky′n

]
dx + (λm − λn)

∫ b

a
ρymyndx

=

∫ b

a

d
dx

[
kyny′m − kymy′n

]
dx + (λm − λn)

∫ b

a
ρymyndx
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=
[
kyny′m − kymy′n

]
x=b −

[
kyny′m − kymy′n

]
x=a

+(λm − λn)
∫ b

a
ρymyndx. (9.4-13)

yyy333wwwmmm>>>111������
[
kyny′m − kymy′n

]
x=b§§§XXXJJJ333ààà::: x = b���>>>...^̂̂���

´́́111���aaaàààggg^̂̂������ ym(0) = 0ÚÚÚ yn(0) = 0§§§½½½111���aaaàààggg^̂̂���
y′m(0) = 0ÚÚÚ y′n(0) = 0§§§½½½ggg,,,>>>...^̂̂��� k(b) = 0§§§ùùù������[
kyny′m − kymy′n

]
x=bwww,,,���"""©©©XXXJJJ333ààà::: x = b>>>...^̂̂���´́́111nnnaaaààà

ggg^̂̂��� (ym + hy′m)x=b = 0ÚÚÚ (yn + hy′n)x=b = 0§§§KKK[
kyny′m − kymy′n

]
x=b =

1
h

[
kyn(ym + hy′m) − kym(yn + hy′n)

]
x=b = 0.

ooo���§§§(9.4-13)mmm>>>111���������"""©©©ÓÓÓnnn§§§XXXJJJ333???::: x = a���>>>...
^̂̂���´́́111���aaa!!!111���aaa½½½111nnnaaaàààggg^̂̂���§§§½½½öööggg,,,>>>...^̂̂���§§§

KKK(9.4-13)mmm>>>111���������"""©©©ùùù���§§§(9.4-13)¤¤¤���

(λm − λn)
∫ b

a
ρymyndx.
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ÏÏÏ��� λm − λn , 0§§§þþþªªª===(9.4-12)©©©

XXX. ���. ­­­. ρ(x) ≡ 1§§§(9.4-12){{{. üüü. ///. ¡¡¡. ���. ���. ���. ©©©

: ¹������¼¼¼êêêxxx y1(x), y2(x), y3(x), · · ·§§§´́́���������©©©ùùù´́́`̀̀§§§¼¼¼êêê f (x)
XXXäääkkkëëëYYY���������êêêÚÚÚ©©©ãããëëëYYY���������êêê§§§���÷÷÷vvv������¼¼¼êêêxxx¤¤¤÷÷÷vvv

���>>>...^̂̂���§§§ÒÒÒ���±±±ÐÐÐmmm���ýýýééé���������ÂÂÂñññ���???êêê

f (x) =
∞∑

n=1

fnyn(x). (9.4-14)

ùùù���555������yyy²²²���ÑÑÑ���ÖÖÖ������§§§···���888���������¦¦¦^̂̂


yyy²²²©©©

9.4.3 222ÂÂÂ Fourier???êêê
(9.4-14)mmm. >>>. ���. ???. êêê. ���. ���. 222. ÂÂÂ. Fourier???. êêê. §§§XXX. êêê.

fn (n = 1, 2, 3, · · · )���. ���. f (x)���. 222. ÂÂÂ. FourierXXX. êêê. ©©©¼¼¼. êêê. xxx.
yn(x) (n = 1, 2, 3, · · · )���. ���. ùùù. ???. êêê. ÐÐÐ. mmm. ���. ÄÄÄ. ©©©

yyy333ííí���222ÂÂÂ FourierXXXêêê���OOO���úúúªªª©©©
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ddduuu222ÂÂÂ Fourier???êêê(9.4-14)´́́ýýýééé���������ÂÂÂñññ���§§§���±±±ÅÅÅ���ÈÈÈ
©©©©©©^̂̂ ym(x)ρ(x)HHH¦¦¦(9.4-14)///���§§§¿¿¿ÅÅÅ���ÈÈÈ©©©§§§ÈÈÈ©©©§§§∫ b

a
f (ξ)ym(ξ)ρ(ξ)dξ =

∞∑
n=1

yn

∫ b

a
yn(ξ)ym(ξ)ρ(ξ)dξ.

ddduuu������'''XXX(9.4-12)§§§þþþªªªmmm>>>ØØØ n = m������������			������"""§§§∫ b

a
f (ξ)ym(ξ)ρ(ξ)dξ = ym

∫ b

a

[
ym(ξ)

]2
ρ(ξ)dξ.

---

N2
m =

∫ b

a

[
ym(ξ)

]2
ρ(ξ)dξ (9.4-15)

ÈÈÈ. ©©©. (9.4-15)���. ²²². ���. ���. Nm���. ���. ym(x)���. ���. ©©©uuu´́́

fm =
1

N2
m

∫ b

a
f (ξ)ym(ξ)ρ(ξ)dξ. (9.4-16)

ùùù. ÒÒÒ. ´́́. 222. ÂÂÂ. FourierXXX. êêê. ���. OOO. ���. úúú. ªªª. ©©©§§§333êêêÆÆÆÔÔÔnnn���§§§���©©©lllCCCêêê
{{{¥¥¥´́́ééé­­­������©©©
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XXX. JJJ. ���. ���. ¼¼¼. êêê. ���. ���. Nm = 1 (m = 1, 2, · · · )§§§ÒÒÒ. ���. ���. 888. ���. zzz. ���. ���. ���.
¼¼¼. êêê. ©©©éééuuu������888���zzz���������¼¼¼êêêxxx§§§(9.4-16){{{zzz���

fm =

∫ b

a
f (ξ)ym(ξ)ρ(ξ)dξ. (9.4-17)

ÙÙÙ¢¢¢§§§éééuuu���888���zzz���������¼¼¼êêê��� yn(x)§§§������UUU^̂̂lll yn(x)/Nm������

###���������¼¼¼êêê§§§ÒÒÒ´́́888���zzz���


©©©

~~~rrr(9.4-12)ÚÚÚ(9.4-15)ÜÜÜ¿¿¿¤¤¤������ªªªfff∫ b

a
ym(x)yn(x)ρ(x)dx = N2

mδmn (9.4-18)

ÙÙÙ¥¥¥ δmn

δmn =

{
1, n = m,
0, n , m.

(9.4-19)

¡¡¡. ���. KroneckerÎÎÎ. ÒÒÒ. ©©©éééuuu������888���zzz���������¼¼¼êêêxxx§§§(9.4-18){{{zzz���∫ b

a
ym(x)yn(x)ρ(x)dx = δmn (9.4-20)
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���. 


. AAA. ^̂̂. úúú. ªªª. (9.4-16)½½½. (9.4-17)§§§777. LLL. kkk. ���. ½½½. ���. ���. ¼¼¼. êêê. xxx. ´́́. (���. ���.
­­­. )���. ���. ���. §§§���. 777. LLL. UUU. OOO. ���. ���. ���. ¼¼¼. êêê. ���. ���. ©©©333. 111. ���. !!!111. ���. ���. üüü. ÙÙÙ. ¥¥¥. ïïï.
ÄÄÄ. ¥¥¥. ¼¼¼. êêê. ÚÚÚ. ÎÎÎ. ¼¼¼. êêê. ���. §§§òòò. ééé. ­­­. ÀÀÀ. ���. ���. '''. XXX. ÚÚÚ. ���. ���. OOO. ���. ùùù. üüü. ���. ¯̄̄. KKK. ©©©

9.4.4 EEEêêê���������¼¼¼êêêxxx
±±±þþþ���???ØØØbbb½½½


������¼¼¼êêê´́́¢¢¢CCCêêê���¢¢¢���¼¼¼êêê©©©���������¼¼¼êêê���

���±±±´́́¢¢¢CCCêêê���EEE���¼¼¼êêê§§§~~~XXX���������¯̄̄KKK{
Φ′′ + λΦ = 0,
ggg,,,±±±ÏÏÏ^̂̂���.

���������¼¼¼êêêxxxÏÏÏ~~~`̀̀´́́¢¢¢¼¼¼êêêxxx

1, cosϕ, cos 2ϕ, cos 3ϕ, · · · , sinϕ, sin 2ϕ, sin 3ϕ, · · · (9.4-24)

���ùùù���������±±±������±±±EEE¼¼¼êêêxxx

· · · , e−i3ϕ, e−i2ϕ, e−iϕ, 1, eiϕ, ei2ϕ, ei3ϕ, · · · . (9.4-25)
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ééé. uuu. EEE. êêê. ���. ���. ���. ¼¼¼. êêê. xxx. §§§���. 


. ���. yyy. ���. ´́́. ¢¢¢. êêê. §§§ÏÏÏ. ~~~. rrr. ���. ���. ½½½. ÂÂÂ. ???.
¾¾¾. ���.

N2
m =

∫ b

a
ym(x) [ym(x)]∗ ρ(x)dx, (9.4-26)

ÙÙÙ. ¥¥¥. [ym(x)]∗���. ym(x)���. EEE. êêê. ���. ���. ©©©���. ���. '''. XXX. ���. ���. AAA. ///. ???. ¾¾¾. ���.∫ b

a
ym(x) [yn(x)]∗ ρ(x)dx = 0. (9.4-27)

(9.4-26)ÚÚÚ. (9.4-27)���. ÜÜÜ. ���. ���.∫ b

a
ym(x) [yn(x)]∗ ρ(x)dx = N2

mδmn. (9.4-28)

222. ÂÂÂ. FourierXXX. êêê. ���. úúú. ªªª. (9.2-3)KKK. ???. ¾¾¾. ���.

fm =
1

N2
m

∫ b

a
f (ξ)

[
ym(ξ)

]∗
ρ(ξ)dξ. (9.4-29)
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9.4.5 Hilbert���mmm
���


���ÏÏÏnnn)))§§§ùùùppp<<<¥¥¥þþþ555���aaa'''©©©������kkk,,,«««ÃÃÃ���������¤¤¤¢¢¢

Hilbert���mmm§§§¼¼¼êêê f (x)ÐÐÐ''' Hilbert���mmm¥¥¥���“¥¥¥þþþ” ~f©©©ÄÄÄ���¼¼¼êêê
xxx(9.4-9)ÐÐÐ'''÷÷÷XXX���������III¶¶¶���“¥¥¥þþþ”~i1,~i2,~i3, · · ·§§§§§§������¤¤¤ Hilbert
���mmm¥¥¥���“ÄÄÄ...¥¥¥þþþ”§§§½½½{{{¡¡¡“ÄÄÄ”©©©üüü���¼¼¼êêê f1(x)ÚÚÚ f2(x)���¦¦¦ÈÈÈ333
½½½ÂÂÂ��� [a, b]þþþ������­­­���ÈÈÈ©©©∫ b

a
f1(x) f2(x)ρ(x)dx

ÐÐÐ'''üüü���¥¥¥þþþ���“IIIÈÈÈ” ~f1 · ~f2©©©ÄÄÄ���¼¼¼êêê������­­­���������'''XXX(9.4-12)ÐÐÐ
'''´́́`̀̀ Hilbert���mmm¥¥¥���???¿¿¿üüü���“ÄÄÄ...¥¥¥þþþ”���“IIIÈÈÈ”���"""§§§ÒÒÒ´́́
`̀̀“ppp���RRR���”©©©rrr¼¼¼êêê f (x)ÐÐÐmmm���222ÂÂÂ Fourier???êêê§§§ÐÐÐ'''´́́rrr“¥¥¥
þþþ”LLL���“ÄÄÄ...¥¥¥þþþ”������555|||ÜÜÜ§§§

~f = c1~i1 + c2~i2 + c3~i3 + · · · ,
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222ÂÂÂ FourierXXXêêêÐÐÐ'''´́́ùùù������555|||ÜÜÜ¥¥¥���XXXêêê§§§===“¥¥¥þþþ” f (x)
���“©©©þþþ”§§§½½½“¥¥¥þþþ” f (x)333 Hilbert���mmm“ÄÄÄ...¥¥¥þþþ” yn(x)þþþ���“ÝÝÝ
KKK”©©©222ÂÂÂ FourierXXXêêê���OOO���úúúªªª(9.4-15)ÚÚÚ(9.4-16)ÐÐÐ'''´́́¥¥¥þþþ���“©©©
þþþ”OOO���úúúªªª

cn =
~f ·~in

~in ·~in
, n = 1, 2, 3, · · · .

“ÄÄÄ...¥¥¥þþþ”(9.4-9)===~in (n = 1, 2, 3, · · · )¿¿¿ØØØ���½½½´́́“üüü   ¥¥¥þþþ”(§§§
������“���ÝÝÝ”===���ØØØ���½½½���uuu���)§§§ÏÏÏ


“©©©þþþ”OOO���úúúªªª¥¥¥ÑÑÑyyy©©©111
~in ·~in©©©���´́́^̂̂������888���zzz���ÄÄÄ���¼¼¼êêêxxx yn(x)/Nn§§§ddduuu§§§������������

���§§§ÒÒÒ´́́`̀̀§§§æææ^̂̂“üüü   ¥¥¥þþþ”������“ÄÄÄ”§§§@@@ooo§§§“©©©þþþ”���OOO���úúúªªªÒÒÒ
ÃÃÃIII©©©111~in ·~in©©©ùùù���222ÂÂÂÆÆÆppp���XXXêêê���OOO���úúúªªª���(9.4-17)©©©

§ 9.1¿¿¿vvvkkkrrr¥¥¥���IIIXXXÚÚÚÎÎÎ���IIIXXX¥¥¥���©©©lllCCCêêê{{{???111���...©©©yyy
333 Legendre���§§§ÚÚÚ Bessel���§§§®®®²²²)))ÑÑÑ§§§eee¡¡¡üüüÙÙÙòòòUUUYYYïïïÄÄÄ¥¥¥���
IIIXXXÚÚÚÎÎÎ���IIIXXX¥¥¥���©©©lllCCCêêê{{{©©©
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���uuu���ÌÌÌ§§§333AAAÏÏÏ¼¼¼êêê���¥¥¥§§§���ÖÖÖ���???ØØØ¥¥¥¼¼¼êêêÚÚÚÎÎÎ¼¼¼êêê©©©NNN¹¹¹

���ÚÚÚ������{{{ÑÑÑ000��� Hermiteõõõ���ªªªÚÚÚ Laguerreõõõ���ªªª©©©
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