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个数称为该向量的分量这维向量数组称为
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分量全为实数的向量称为实向量．

分量全为复数的向量称为复向量．

１１ 向量的定义向量的定义
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向量的相等
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向量加法
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２２ 向量的线性运算向量的线性运算



数乘向量
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定义为简称数乘向量

称为向量的数量乘法的乘积与向量数

向量加法和数乘向量运算称为向量的线性运
算，满足下列八条运算规则：

;)1( αββα +=+加法交换律

);()()2( γβαγβα ++=++加法结合律

;,)3( ααα =+O有对任一个向量
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;1)5( αα =

;)()()6( αα kllk =数乘结合律

;)()7( βαβα kkk +=+数乘分配律

.)()8( ααα lklk +=+数乘分配律

.,,,1,,, 为零向量为数维向量为其中 Olknγβα



除了上述八条运算规则，显然还有以下性质：
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.)'3( αββα −==+ xx 有唯一解向量方程



若干个同维数的列（行）向量所组成的集合
叫做向量组．
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定义

满足

个向量中能选出如果在设有向量组
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６６ 向量组的秩向量组的秩



等价的向量组的秩相等．

定理 矩阵的秩等于它的列向量组的秩，也等于
它的行向量组的秩．

定理 设向量组B能由向量组A线性表示，则向量
组B的秩不大于向量组A的秩．

推论１



推论２
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推论３（最大无关组的等价定义）

设向量组 是向量组 的部分组，若向量组
线性无关，且向量组 能由向量组 线性表示，

则向量组 是向量组 的一个最大无关组．
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若则若数乘两种运算

中可以进行加法及是指在集合所谓封闭

７７ 向量空间向量空间

定义 设 为 维向量的集合，如果集合 非空，且
集合 对于加法及数乘两种运算封闭，那么就称集
合 为向量空间．
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所生成的向量由向量组一般地
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可表示为则

的一个基是向量空间若向量组



的系数矩阵和未知量为

记齐次线性方程组
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向量方程

１０１０ 齐次线性方程组齐次线性方程组
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解向量
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解向量的性质

性质１

性质２
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的解空称为齐次线性方程组是一个向量空间
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解向量的性质

性质１

性质２
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（１）求齐次线性方程组的基础解系
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１２１２ 线性方程组的解法线性方程组的解法



第一步：对系数矩阵 进行初等行变换，使其
变成行最简形矩阵

;

00000

00000
100

010
001

,1,

,21,2

,11,1

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+

+

""
"""""""

""
""

"""""""
""
""

cc

cc
cc

nrrr

nr

nr

A



即个分量的第于是得号
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第三步：将其余 个分量依次组成 阶
单位矩阵，于是得齐次线性方程组的一个基础解系
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（２）求非齐次线性方程组的特解

.
,

,,)(

)(

矩阵

使其成为行最简形进行初等行变换增广矩阵

那么对数为而方程组中未知数的个

的秩若非齐次线性方程组
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即为所求非齐次线性方程组的一个特解．



一、向量组线性关系的判定

二、求向量组的秩

三、向量空间的判定

四、基础解系的证法

五、解向量的证法

典典 型型 例例 题题
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其线性组和为零向量

也使得的数是否存在一组不全为零

一个自然的问题是那么零向量一个特殊向量

其结果为向量空间中的时

线性组合的结合物量空间中两种基本运算

当我们考虑到向而言的定的向量组

概念都是针对一个特线性相关与线性无关的
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一、向量组线性关系的判定一、向量组线性关系的判定
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才有时

当

指的是当且仅所谓不存在该向量组线性无关

则称若不存在则称该向量组线性相关若存在

关与线性无关的概念然而然地提出了线性相

也就自这样存在或不存在答案只有两种
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们往往采用反证法

我时在论证某些相关性问题据此立的概念

一对排中对线性相关与线性无关是应注意到

还此外可由其余向量线性表出意一个向量

不是任即看其中有无某个向量的概念来体现

可以通过线性表出线性相关与线性无关还



研究这类问题一般有两个方法

方法1 从定义出发
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整理得线性方程组
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方法２ 利用矩阵的秩与向量组的秩之间关
系判定
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例１ 研究下列向量组的线性相关性
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分析 考察向量方程我们从定义出发 ,
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因此可得如下证明恒有非零解每个

而使得对数是否有某组不全为零的
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一个最大线性无关组

成它的个线性无关的向量均构中任意

证明的秩是已知向量组
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"例3

证明向量组的一个部分组构成最大线性无
关组的基本方法就是：
分析

根据最大线性无关组的定义来证，它往往还
与向量组的秩相联系．
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求一个向量组的秩，可以把它转化为矩阵的
秩来求，这个矩阵是由这组向量为行（列）向量
所排成的．

如果向量组的向量以列（行）向量的形式给
出，把向量作为矩阵的列（行），对矩阵作初等
行（列）变换，这样，不仅可以求出向量组的秩，
而且可以求出最大线性无关组．

二、求向量组的秩二、求向量组的秩

若矩阵 经过初等行（列）变换化为矩阵 ，
则 和 中任何对应的列（行）向量组都有相同的

线性相关性．
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解 ( )
为阶梯形化行变换

作初等对作矩阵
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,3)( == ARA的列秩

.3,,,, 54321 的秩为故向量组 ααααα
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判断向量的集合是否构成向量空间，需看集合
是否对于加法和数乘两种运算封闭．若封闭，则构
成向量空间；否则，不构成向量空间．

.

)1,0,0(3

向量空间所组成的集合是否构成

不平行的全体向量中与向量判断 R例5

解

.

)1,0,0(3

间成的集合不构成向量空

不平行的全体向量所组中与向量R

三、向量空间的判定三、向量空间的判定
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封闭所组成的集合对加法不

不平行的全体向量中与向量因此 R

但

.向量空间故所给向量集合不构成



例６ 证明与基础解系等价的线性无关的向量组
也是基础解系．

四、基础解系的证法四、基础解系的证法

分析

(3)方程组的任一解均可由该向量组线性表示．

(1)该组向量都是方程组的解；

(2)该组向量线性无关；

要证明某一向量组是方程组 的基础解
系，需要证明三个结论:

0=AX
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.,,,, 21 线性无关由题设知 aaa t"
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也可由故线性表示均可由
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的一个基础解系

也是方程组故由定义知 =AXaaa t"

注 当线性方程组有非零解时，基础解系的取

法不唯一，且不同的基础解系之间是等价的．
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例7

五、解向量的证法五、解向量的证法
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可表为则的任一解为方程组设 XBAXX ,)3( =
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注意(1)本例是对非齐次线性方程组 的解

的结构作进一步的分析和讨论，即非齐次线性方
程组一定存在着 个线性无关的解，题中
(2)的证明表明了它的存在性．

BAX =

1+− rn

(3)对非齐次线性方程组 ，有时也把

如题中所给的 个解称为 的基础
解系，所不同的是它的线性组合只有当线性组合
系数之和为1时，才是方程组的解．

BAX =
BAX =

1+− rn

(2)对齐次线性方程组，当 时，

有无穷多组解，其中任一解可由其基础解系线性
表示．
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第四章 测试题

一、填空题(每小题5分，共40分)．
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则向量个数线性表出

均可由向量组维单位向量组
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二、计算题
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(每小题8分，共24分)．
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三、证明题 (每小题8分，共24分)．
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四、向量组 线性无关,问常数 满足
什么条件时,向量组
线性无关．

321 ,, ααα ml ,
133221 ,, αααααα +++ ml

(12分)
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